CATEGORII DE NUMERE

IONEL NARITA

Numerele nu sunt obiecte’, deoarece nu au proprietitile obiectelor, nicieri
nu vedem sau nu auzim un numar, iar propozitiile despre numere sunt eterne, spre
deosebire de propozitiile despre obiecte a caror valoare de adevar se schimba in
timp®. Pe de alti parte, numerele nu sunt termeni sau nu sunt intotdeauna terment,
deoarece nu le atribuim de fiecare dati aceeasi intensiune®. Urmeaza ci numerele
sunt expresii care pot fi utilizate in cele mai diferite moduri, inclusiv ca nume sau
termeni®,

Numerele se disting de alte expresii prin aceea cd formeaza un sistem si pot fi
construite 1n orice limbaj. Existd anumite relatii intre numere ca simple expresii,
chiar daca nu sunt folosite pentru a surprinde anume intelesuri. De asemenea, ele
pot fi construite in orice limbaj, deoarece sunt expresii sau cuvinte ale alfabetului
minim’,

Un limbaj este rodul combinatiilor sau aranjamentelor elementelor unui
alfabet’. De aceea, orice limbaj trebuie si contind un alfabet, reguli de utilizare a
cuvintelor si reguli de construire a propozitiilor sau dispozitiilor’. in final, scopul
unui limbaj este de a genera propozitii prin care presupunem cd anumite relatii
intre parametrii semantici ai expresiilor din cadrul limbajului au loc sau nu si
dispozitii prin care asemenea relatii sunt proiectate. De aceea, doar propozitiile au
valoare de adevir. De exemplu, expresia ,,Roménia este regat” este o propozitie
falsa, in vreme ce expresia ,,Romania sa fie regat” nu are valoare de adevar, ci, cu
ajutorul ei, pot fi exprimate ordine, dorinte, rugaminti etc.

Deosebim doua niveluri ale unui limbaj, cel in care elementele alfabetului
sunt folosite pentru a construi cuvinte si acela in care cuvintele sunt combinate in
alte expresii. Cuvintele reprezintd orice combinatie a literelor unui alfabet, de
aceea, nu existd reguli sintactice de construire a cuvintelor, decat in cazul unor
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limbaje simbolice unde cuvintele trebuie sa fie bine formate pentru a fi
interpretabile prin propozitii. De cele mai multe ori, doar unele cuvinte sunt
selectate prin reguli semantice, respectiv, numai unor cuvinte li se atribuie inteles
prin reguli sau conventii, generand intelesul conventional. La al doilea nivel
lingvistic, cuvintele sunt aplicate unele altora in asa fel incat sa fie puse in evidenta
diferite relatii intre parametrii lor semantici. De aceasta datd cuvintele nu pot fi
aranjate oricum, ci dupa anumite reguli sintactice, altfel expresiile obtinute nu au
inteles®.

Alfabetul este alcatuit din litere si o pauza. Cu ajutorul literelor se compun
expresiile limbajului, in spetd cuvintele. Intre cuvinte, unele joacd un rol aparte,
indicand tipul expresiilor, de aceea le numim indicatori. Acestia arata intentia
utilizarii unei expresii. Uneori, expresiile sunt folosite altfel decat se presupune
prin intermediul indicatorilor. In acest caz, fie avem de-a face cu o constructie
eronati a expresiilor, fie expresiile sunt utilizate in alt mod decat conventional®.

Pauza are rolul de a separa cuvintele. Nu putem considera pauza drept o litera
pentru ca, altfel, cuvintele nu ar putea fi deosebite intre ele. O expresie care contine
doar litere se numeste cuvdns'®. Prin urmare, un cuvént este o expresie delimitata
de pauze. De buna seama, nu poate exista un alfabet alcatuit doar din litere sau doar din
pauze. In primul caz, limbajul ar contine un singur cuvant, iar in al doilea, doar
cuvantul nul, fara nicio litera. Prin urmare, alfabetul minim contine o litera si o pauza.

Un cuvant este intotdeauna incadrat de pauze. Pe de o parte, dupd un cuvant
trebuie sd existe o pauzad pentru ci, altfel, cuvantul ar continua indefinit. De
asemenea, nainte de un cuvant trebuie sa existe o pauza pentru ca, intotdeauna, un
cuvant are o prima literd, asa cd aceasta nu poate urma dupa o alta litera, ci doar
dupa o pauza. Constatdm cd un cuvant consta dintr-o combinatie de litere marginita
de doua pauze.

Daca ar fi sa speculam, nu se poate ca la inceput sa fi fost cuvantul, ci trebuie
sd fi fost pauza, iar pauza inseamna absenta cuvantului. Abia cind pauza a fost
intreruptd de o literd a aparut cuvantul. De pilda, o foaie alba reprezintd o pauza,
dacd scriem litera ,,a”, atunci pauza este intreruptd si pe foaie apar doua pauze
separate de cuvantul compus din litera ,,a”.

Nu poate exista un limbaj complet construit peste alfabetul minim, deoarece
intr-un asemenea limbaj ar putea fi construite doar cuvinte, nu si propozitii. Pentru
ca, din cuvinte si fie alcatuite propozitii, pe langa pauza care delimiteaza cuvintele
ar trebui sd poatd fi construiti indicatori care sd specifice propozitiile cat si alte
categorii de expresii. Prin urmare, un alfabet care contine doar o literd nu
genereaza propozitii, peste un asemenea alfabet nu se poate construi o sintaxa. Prin
urmare, alfabetul minim permite atingerea doar a nivelului lingvistic al cuvintelor,
pe care convenim sa il numim C-limbaj.

8 Marinet Andre, Elements de linguistique generale, Armand Colin, Paris, 1980, p. 13.
® Marusciac Ioan, Op. cit., p. 27.
0 1dem, p. 11.
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Dupa cum am vazut, alfabetul minim contine o litera, ,,|”, si o pauza ,, ”.
Cuvintele sunt alcatuite din litere si sunt separate de pauze. Orice cuvant al C-
limbajului bazat pe alfabetul minim se numeste numdr natural, N. La cuvintele C-
limbajului, addugdm cuvdntul nul, care nu contine nicio literd, ,,  ”, si este
denumit numdrul zero. Prin urmare, expresiile peste alfabetul minim sunt numerele
naturale la care se adauga numarul zero''. Multimea acestor expresii 0 notim prin
M. Cu alte cuvinte, M este alcatuitd din multimea numerelor naturale la care se
adaugd numarul zero: M = N U {0}. Pentru fiecare cuvant utilizim denumirile
obisnuite ale numerelor, astfel:

|”

_ = zero,
_|_=unu,
_|l_ = doi,
_|Il_ = trei etc.

Numerele sunt expresii ale oricdrui limbaj deoarece alfabetul minim este
parte a oricdrui alfabet. Obtinem numere daca utilizam orice litera, de pilda,
_a_, aa_etc., pot fi numerele zero, unu si doi. Numai ca, de aceasta data, intervin
confuzii pentru ca si cuvintele , b , bb_pot juca acelasi rol, dar acestea nu
pot fi confundate cu primele, constind din alte litere. De aceea, confuziile sunt
evitate doar pentru alfabetul minim, A2 = {_, [}.

Cuvintele limbajului comun prin care denumim numerele nu sunt numere
propriu-zise, ci sunt expresii prin care numerele sunt notate, numerale. De pilda,
expresia ,,unu” nu este un numar, ci prin intermediul ei ne referim la numarul | .
Cand spunem ca unu este un numdr avem in vedere intelesul expresiei ,,unu” si nu
expresia respectiva, aga cum, prin rosu este o culoare ne referim la culoarea rosu si
nu la cuvantul ,,rosu”. De obicei, nu se folosesc chiar numerele ci se apeleaza la
denumirile lor deoarece, cu cat sunt mai mari, cu atat expresiile numerice sunt mai
lungi si mai dificil de utilizat™.

Spre deosebire de alte categorii de expresii, numerele alcatuiesc un sistem.
De exemplu, intre expresii precum ,,rosu”, ,,galben”, ,,portocaliu” etc., nu exista
vreo relatie. Pentru a surprinde culorile putem apela la orice alte expresii. In
schimb, expresia | nu poate fi inlocuita cu alta. O asemenea expresie nu are un
inteles separat, ea dobandeste diferite intelesuri dupd cum este folositd sau in
relatie cu alte expresii. Pentru numere nu se pot da reguli semantice aparte pentru
cd in A2 nu se poate trece dincolo de nivelul cuvintelor. Prin urmare, numerele
dobandesc inteles doar in urma relatiilor dintre ele. Pe de alta parte, intr-un limbaj
complet, numerelor li se pot asocia cele mai diverse reguli interpretative®.

! Gottlob Frege, Op. cit., p. 26.
12 Richard Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, The Open Court, Chicago, 1901, p. 45.
3 Idem, p. 31.
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Specificitatea cuvintelor are loc doar in cazul alfabetului minim. De exemplu,
expresia | _este diferita de orice altd expresie a acestui alfabet. Ea poate aparea de mai
multe ori intr-un text, dar, de fiecare dati, este aceeasi expresie, acelasi cuvant,
avand ocurente diferite. in schimb, ,,unu” si ,,one” sunt cuvinte diferite.

Numerele pot fi comparate si, In acest fel, intre ele exista o relatie de ordine.
Algoritmul prin care se compara doud numere este urméatorul:

1) Se elimina o litera din fiecare numar.

11. Niciun numar nu devine nul. Treci la (1).

12. Unul dintre numere devine nul. Treci la (2).

13. Ambele numere devin nule. Treci la (3).

2) Numarul care devine nul este mai mic. Sfarsit.

3) Numerele sunt identice. Sfarsit.

De exemplu, sa comparam numerelea= || sib=_|||| :

1) Din fiecare numar se elimina cate o litera:

adevine | sibdevine ||| . Niciun numar nu este nul, se revine la (1):
1a) Din fiecare numar se elimina céte o litera:

adevine _ sibdevine || . Doar numarul a devine nul, se trece la (2).
2) Numarul a este mai mic decat b. Sfarsit.

Relatia ,;mai mic” este de ordine strictd. Mai intdi, nu este reflexiva,
deoarece, daca eliminam cate o literd nu se poate ca unul si acelasi numar sa ajunga
nul si sa nu ajunga nul. De asemenea, avem de-a face cu o relatie antisimetrica —
dacd un numar este mai mic decat altul si al doilea este mai mic decat primul,
inseamna ca, dupd elimindri succesive de litere ambele numere ajung simultan
nule, prin urmare, doud numere, unul mai mic decét celalalt, sunt identice. Relatia
»Mmai mic” este tranzitiva. Sa presupunem ca a este mai mic decat b si b este mai
mic decat ¢. In acest caz, prin eliminari succesive de litere, numarul a ajunge nul
inainte de b, iar b inainte de c. Prin urmare, a ajunge nul inainte de ¢ fiind mai mic
decat acesta. Pe de alta parte, prin eliminarea de litere se obtin numere din ce in ce
mai mici. Urmeaza cd numarul nul este cel mai mic numar, mai mic decat orice
numar natural.

Oricare numere pot fi comparate, deoarece literele oricarui cuvant peste A2
sunt finite. Prin urmare, algoritmul de mai sus se opreste dupa un numar finit de
pasi, indiferent ce numere s-ar compara. in acest fel, dintre oricare doui numere
unul este mai mic.

In cazul numerelor, relatia de continere sau includere este aceeasi cu relatia
,,mai mic”. Daca un numar este inclus in altul, inseamna ca, eliminand cate o litera,
primul ajunge mai repede nul, prin urmare este mai mic, respectiv, (n  m) = (m > n).
De buna seamd, numarul zero este cel mai mic ce poate fi obtinut prin alfabetul
minim. In acest fel, numarul zero este inclus in orice numir. Pe de altd parte, in
cazul numerelor, ,,mai mic” inseamna ,,mai scurt”, respectiv, ,,cu mai putine litere”.
Peste alfabetul minim, cuvantul mai scurt este mai mic si reciproc. In alte alfabete,
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aceste coincidente nu au loc. Daca un cuvant este inclus in altul este mai scurt, dar
nu inseamna ca este mai mic. De exemplu, cuvantul CX este mai scurt decat CIII
dar nu este mai mic. in schimb, desi CIII este mai mic decat CX, nu este inclus in
acesta.

Inversa relatiei mai mic este relatia mai mare. Un numar este mai mare decat
altul daca acesta este mai mic decat primul. La fel cu relatia mai mic, relatia mai
mare este de ordine strictd. De aceastd data, nu exista un numar natural care si fie
cel mai mare. Un numar mai mare se obtine din unul mai mic prin addugare de
litere. Literele pot fi adaugate oriunde, chiar inaintea primei litere. Deoarece orice
numar are o prima literd, inseamna cd la orice numar pot fi adaugate litere,
obtindnd un numar mai mare. Desi nu existd cel mai mare numar natural, totusi,
nici un numdr nu poate avea infinit de multe litere, asa cum rezultd prin inductie
completi'®:

Unu are un numadr finit de litere.
Daca n are un numar finit de litere atunci n+1 are un numar finit de litere.
Prin urmare, orice numar are un numar finit de litere, nu exista numere infinite.

Asupra numerelor se pot efectua o serie de operatii, cum sunt eliminarea sau
introducerea unei pauze sau adaugarea ori stergerea unei litere. Primele doua sunt
operatii irepetabile si nu pot fi efectuate asupra oricaror numere. De pilda, daca
elimindm o pauza nu o putem elimina incd o datd sau dacd introducem o pauza, la
fel, nu putem repeta operatia ci elimindm sau introducem altd pauzi. in schimb, o
literd poate fi introdusa sau eliminatd de mai multe ori. Pe de alta parte, operatiile
cu pauze au loc intre cuvinte, In vreme ce operatiile cu litere se aplica unui cuvant.

La fel ca orice cuvinte, numerele se supun operatiei de concatenare. Concatenarea
numerelor este totuna cu reuniunea sau adunarea lor™. Prin concatenare intelegem
inlantuirea a doud numere, obtinand un nou numér. Concatenarea a doud numere se
realizeazd elimindnd sau stergdnd pauza dintre ele. De exemplu, concatenarea
numerelor || |||_ se realizeazd elimindnd pauza intermediard, cand se obtine
numarul: _|||||_. Concatenarea sau adunarea numerelor naturale este comutativa,
asociativa si admite numirul zero drept unitate.® Suma a doud numere este mai
mare decat numerele adunate’’. Oricare doua numere pot fi adunate, deoarece intre
orice doud numere trebuie sa existe o pauzi; in absenta acesteia, nu am putea vorbi
de doud numere diferite sau de doud ocurente ale aceluiasi numar.

Pe langa eliminarea unei pauze, o altd operatie asupra cuvintelor este
introducerea unei pauze intre literele unui cuvant. In acest fel, dintr-un cuvant dat
se obtin doud cuvinte. In cazul alfabetului minim, prin inserarea unei pauze, dintr-

14 Bertrand Russell, Op. cit., p. 6.

15 |oan Marusciac, Op. cit., p. 12.

16 |dem, p. 25.

7 Richard Dedekind, Op. cit., p. 96.
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un numar se ajunge la doud numere mai mici. De exemplu, din numarul ||| se
obtin perechi de numere precum |||, | ||, ||| etc. In primul exemplu, pauza
este introdusd intre prima pauzd si prima literd, obtindndu-se cuvantul nul si
numarul initial, iar in al doilea exemplu, pauza este inserati dupa prima literd. In
acest caz, se obtine numarul unu si numarul doi.

Inserarea unei pauze este operatia inversa fatd de eliminarea unei pauze. De
aceea, numarul initial reprezintd concatenarea numerelor rezultate, prin urmare,
numadrul initial este suma numerelor obtinute: 3=0+3;3=1+2;3=2+1;3=3
+ 0. Inserarea unei pauze poate fi Inteleasa si ca extragerea unui numar din altul,
asa cum concatenarea duce la adaugarea unui numar la alt numar. De exemplu, prin
inserarea unei pauze dupa prima literd a numarului trei, se extrage numarul unu si
riméane numdrul doi'®.

Numarul ramas dupd extragerea unui numar este diferenta dintre cele doua
numere. Bundoara, diferenta dintre trei si unu este doi. Diferenta este calculata prin
scadere. Scaderea are loc dupa urmatoarea regula: dacd scadem un termen al unei
sume din suma se ajunge la celdlalt termen. De exemplu, daca din trei scidem unu
obtinem doi deoarece trei este suma dintre unu si doi. Prin urmare, diferenta dintre
trei i unu este numarul doi.

Cu privire la numere, se poate defini distanta dintre ele, respectiv, se poate
masura cu cat este mai mare (mai mic) un numar decat altul. Dacd avem in vedere
o pereche de numere, (a, b), distanta dintre acestea, d(a,b), se obtine extragand cel
mai mic numadr al perechii din cel mai mare; distanta este tocmai diferenta dintre
cel mai mare si cel mai mic numar al perechii (a, b). De exemplu, d(1,3) = d(3,1) = 2.
Se demonstreaza ca distanta dintre numere satisface relatia: d(a,b) + d(b,c) > d(a,c).

Alte operatii asupra numerelor constau in adaugarea sau eliminarea de litere.
Daca adaugam litere, un numar devine mai mare, iar daca stergem litere ajungem la
un numdr mai mic. Aceste operatii nu pot fi reduse la inserarea sau eliminarea
pauzelor pentru ca literele nu sunt cuvinte.

Numerele naturale sau cuvintele peste alfabetul A2 sunt obtinute prin adaugarea
sau eliminarea de litere. De exemplu, o foaie albd nu contine nici un cuvant; putem
spune ca o foaie imaculatd contine doar o pauza sau cuvantul nul. Daca trasam o
litera pe aceastd foaie obtinem numarul unu, pauza initiald este intreruptd prin
inserarea literei; iar daca la acesta mai adaugam o literd, obtinem numarul doi etc.
Prin adiugarea de litere la un numdir se ajunge la un numar mai mare. Intr-adevar,
dacd din numarul initial si din numarul obtinut prin addugare de litere elimindm
céte o literd, cuvantul initial ajunge primul nul, prin urmare, este mai mic. In cazul
extractiei de litere, numarul rezultat este mai mic. Cu alte cuvinte, dacad dintr-un
numar dorim sd obtinem un numar mai mare, adaugam litere, iar dacd dorim sa
obtinem un numar mai mic extragem, elimindm sau stergem litere.

Adaugarea de litere nu poate fi identificatd cu imbinarea sau concatenarea
cuvintelor, deoarece nu este o operatie binara. In cazul concatendrii, din doua

18 Marugciac Ioan, Op. cit., p. 14.
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cuvinte se obtine un alt cuvant, in vreme ce, In cazul adaugarii de litere, dintr-un
singur cuvant se obtine un alt cuvant. De aceasta datd, avem de-a face cu o operatie
unara care se aplicd unui cuvant dat. Adaugarea de litere nu inseamna addugarea de
cuvinte deoarece literele nu sunt cuvinte, chiar daca un cuvant este alcatuit din
litere. Pentru a avea de-a face cu un cuvant, pe langa litere trebuie sa intervina pauzele.

Adaugarea de litere este posibild asupra oricarui numar. Putem adauga o litera
inaintea primei litere a unui numar. Orice numdr are o prima litera, prin urmare,
oricarui numar 1i putem adauga o literd. La fel, dacd putem adauga o litera unui
numar, putem adauga oricate. Prin addugarea unei litere unui numar se obtine un
nou numir. Intr-adevar, pauzele care definesc numarul riman neschimbate, prin
urmare, expresia obtinuta in A2 prin addugarea unei litere la un numar este un numar.

De asemenea, prin adaugarea de litere la un numar nu obtinem doua numere
diferite, ci un singur numar, determinat. Sa presupunem ca, adaugand n litere la
numarul m rezultd doud numere, m; si M,. Unul dintre aceste numere trebuie sa fie
mai mic, respectiv si contini mai putine litere decat celalalt. inseamna ca nu putem
obtine numere diferite din acelasi numar addugand aceleasi litere.

Prin adaugarea de litere la un numar dat, acesta se modifica sau se schimba,
rezultdnd un alt numar. Spunem cé are loc o schimbare, o anume expresie se
schimba in alta. De exemplu, dacad la numarul n adaugam k litere, se ajunge la un
alt numar, m. O asemenea schimbare nu poate avea loc fard a se modifica starea
lumii, de pilda, dacd am efectua-o pe o foaie de hartie, nu se poate ca numerele n si
m sa fie simultane, ci m succeda lui n dupa un anumit timp. Orice schimbare are loc
in timp. De pilda, numerele || si ||| nu pot coexista in acelasi loc. Fie al doilea
urmeaza primului prin adaugarea unei litere, fie primul succeda celui de-al doilea
prin eliminarea unei litere.

Putem reprezenta schimbdrile de numere prin perechi (n,m), unde n este
numarul care se schimba, iar m este numarul schimbat sau care rezultd. Daca M
este clasa cuvintelor peste alfabetul A2, atunci schimbarile de cuvinte sunt elemente ale
produsului cartezian™® M? = M X M. (Dupa cum am precizat, M contine numerele
naturale si numirul zero)®.

Daci o schimbare este element al M inseamna ca exista submultimi ale
multimii M? care o contin, dar submultimile lui M? sunt relatii intre numere®. Prin
urmare, schimbdrile sunt elemente ale unor relatii intre numere. Aceste relatii
diferda de relatia mai mic/mai mare prin aceea ci au loc Intre numere raportate la
contexte diferite. Dacd ,,mai mic” este o relatia ce are loc intre doud numere
indiferent de context, relatiile alcatuite din schimbari se petrec intre numere numai
relativ la contexte care nu coincid. De exemplu, intre doud numere scrise simultan
pe o foaie de hartie nu putem spune ca are loc o schimbare, ci doar daca, in locul

19 Alfred North Whitehead, Bertrand Russell, Principia Mathematica, I, Cambridge U.P.,
Cambridge, 1963, p. 256.

20 3. A. Schreider, Equality, Resemblance, and Order, Mir, Moscow, 1975, p. 16.

2 |dem, p. 17.
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unui numar care este scris la un moment dat, apare un alt numar. De aceea, relatiile
de acest tip pot fi interpretate prin ,,in loc de”. Bundoard, perechea (n,m) poate fi
cititda ,,m in loc de n”.

Doua numere, n si M sunt in relatia mai mic/mai mare indiferent de context,
dar relatia ,,in loc de” are loc doar daca le raportam la contexte diferite si la acelasi
loc. Chiar daca avem in vedere doud numere in contexte diferite, nu inseamna ca
ele sunt unul in locul celuilalt decat dacd ne raportim la acelasi loc. In schimb,
indiferent de timp sau loc, doud numere diferite sunt unul mai mare decéat celélalt.
Vom numi intercontextuale relatiile in care numerele sunt raportate la momente
diferite dar la acelasi loc.

Daci o relatie intercontextuala este functie”, aceasta se numeste transformare?®.
Prin urmare, in cazul limbajului A2, transformarile sunt functii definite pe
multimea M cu valori in M, cu alte cuvinte, acestea sunt functii numerice, T: M —
M. Am vazut cé addugarea de litere unui numar indeplineste toate conditiile pentru
a reprezenta o transformare, deoarece este aplicabila oricarui numar si conduce la
un numdr si numai unul®,

In schimb, eliminarea sau stergerea literelor nu reprezinti o transformare
deoarece existd elemente ale lui M la care nu poate fi aplicata. Prin urmare, nu este
definita pentru orice numar. De exemplu, stergerea a Kk litere nu este definita pentru
numerele mai mici decat k. Pentru numarul vid nu este definitda decat stergerea
identica, respectiv, stergerea niciunei litere, care lasd numerele neschimbate.

Daca avem 1n vedere transformarea reprezentatd de addugarea unei singure
litere, cu ajutorul acesteia pot fi obtinute toate numerele naturale pornind de la
cuvantul nul. Intr-adevir, diferenta dintre doud numere poate fi de cel putin o litera.
Numerele naturale diferd intre ele numai prin litere, prin urmare, cea mai mica
diferentd constd intr-o singura literd. Urmeaza cd, addugand o literd unui numar
obtinem numarul imediat mai mare, intre acestea nu pot exista alte numere. Faptul
ca prin transformarea ,,adaugarea unei litere” pornind de la cuvantul nul se obtin
toate numerele naturale rezulta si prin urméatorul rationament:

Cuvantul nul este cel mai mic numar.
Daca la un numar se adauga o litera se obtine numarul natural imediat mai mare.
* Adaugand cate o literd la numarul zero se obtin toate numerele naturale.

Aici, daca prin ,,imediat mai mare” intelegem ,,succesor”, obtinem relatiile
dintre numere date de axiomele lui Peano, numai ca, in cazul acestora, nu este clar
ce inseamna succesor. De aceea, axiomele lui Peano® nu descriu numerele naturale

22 |dem, p. 25.

2 Richard Dedekind, Op. cit., p. 50.
24 |oan Marusciac, Op. cit., p. 20.

% Bertrand Russell, Op. cit., p. 5.
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ci sunt aplicabile oricarei succesiuni. De aceasta data, un numar este succesor altuia
cand este obtinut din acesta prin addugarea unei litere®.

Sub acest inteles al termenului ,,succesor”, axiomele lui Peano pot fi
demonstrate. Zero este un numar, deoarece este un cuvant, chiar daca este cuvantul
nul. Succesorul oricdrui numar este un numar deoarece daca adaugam o literd unui
cuvant obtinem un cuvant. Oricare doua numere nu au acelasi succesor, pentru ca,
dintre oricare doud numere, unul este mai mare si altul mai mic, ori, prin addugarea
unei litere la acestea nu se obtin cuvinte identice. Zero nu este succesorul nici unui
numar pentru cd nu contine nici o literd, prin urmare, nu poate fi obtinut prin
adaugarea unei litere.

Putem alege numarul zero ca origine si transformarea u: M — M, u(n) =
»addugarea unei litere la numarul n” ca unitate, iar prin aplicarea repetatd a
transformirii unitate la origine se obtin toate numerele naturale”’. Aplicarea repetati a
unei transformari inseamna compunerea ei cu ea insasi. In cazul transformarii u,
compunerea cu ea insdsi este posibila deoarece domeniul ei este si codomeniu.

Functiile f: A - B si g: C — D sunt compozabile numai dacd domeniul celei
de-a doua este codomeniul primei functii, obtinandu-se (gof): A — C. In cazul de
mai sus, fiind vorba de compunerea unei functii cu ea insasi, unde domeniul si
codomeniul sunt identice, desigur cd se poate defini compusa, (uou): M — M.
Compunerea repetatd a unei functii cu ea Insdsi, in cazul nostru, al unei
transformari, se numeste iteratie.

De pilda, daca aplicim unitatea originii se obtine numarul unu, daca aplicam
din nou unitatea numarului unu se obtine numarul doi etc.:

u_ )=_[_uC D= _l_uClD=_]ll_, ..., respectiv,
u@=1,u(l)=2,u(@ =3, ...

Daca inlocuim argumentele transformarii unitate prin iteratia corespunzatoare
e . .2 .
a unitatii relativ la origine®®, se obtine:

u(0)=1,uu(0) =2, uuu(0)=3, ...

Constatam cd originea si unitatea sunt suficiente pentru a obtine orice numar
natural. In cazul in care fiecare aplicare a unititii la origine o inlocuim cu o litera
obtinem numerele corespunzatoare ordinului iteratiei unitatii. De pilda, iteratia u(0)
are ordinul unu, iteratia uu(0) are ordinul doi deoarece, prin inlocuirea unitétii cu
litere obtinem cuvantul || etc. Constatim cd aplicand iteratia de ordinul n a
unitatii originii, obtinem tocmai numarul n:

1u(0) = 1, 2u(0) = 2, 3u(0) = 3, ..., nu(0) =n, ...

% |dem, p. 7.
27 |dem, p. 3.
28 Gottlob Frege, Op. cit., p. 83.
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Convenim ca neaplicarea unitatii la origine sa fie consideratd ca iteratie de
ordinul zero, astfel ca regula de mai sus se extinde si asupra originii: Ou(0) = 0.
Iteratiile unitatii sunt, la randul lor, transformari ale numerelor peste alfabetul A2.
De exemplu, nu(m) reprezinta transformarea nu: M — M, nu(m) = m+n. Observam
ca transformarile de cuvinte peste A2 sunt exprimate prin numere, deoarece,
constdnd in adaugarea sau stergerea de litere, ele diferda dupa cate litere sunt
adaugate sau sterse, iar aceste litere constituie numere. Totusi, aici avem de-a face
cu o alta categorie de numere, a caror utilizare este distincta, deoarece ele indica ce
transformare se aplica unui anumit cuvant.

In cazul expresiei nu(m) = m + n, suma nu se confundd cu suma rezultat prin
concatenarea numerelor. De aceasta data, suma nu este comutativa. Prin ,,m + n”
intelegem ca transformarea nu se aplicd numarului m, pe cand, prin ,,n + m” se
intelege ca transformarea mu se aplica numarului n. Cu toate acestea, rezultatul
sumei ,,n + m” este acelasi cu al sumei ,,m + n”%. Dacd o asemenea suma are mai
multi termeni, ea reprezintd compunerea mai multor transformari, respectiv, suma
,»m +1n + p” este transformarea pu(nu(m)) — la numarul m se adauga n litere iar la
numarul astfel obtinut se mai adaugd p litere. Rezultd acelasi numar ca prin
concatenarea numerelor m, n si p. Fatd de termenii care indica transformari, suma
este comutativa, deoarece este totuna ca mai intai sa fie adaugate n litere si apoi p
litere sau invers.

Constatam ca trebuie sa deosebim intre mai multe utilizari ale numerelor. Mai
intai, numerele indicd o stare, ca In exemplul: ,,Pe foaia A este scris numarul n”. De
asemenea, numerele stau pentru o transformare, cum este ,,Numarul scris acum pe
foaia A este mai mare cu n fati de numarul scris acum doui zile pe foaia A”
Totodatd, numerele sunt folosite pentru a pune in evidenta schimbari: ,,Numarul
scris pe foaia A s-a schimbat de la m la n de ieri pana astazi”. Fiecare dintre aceste
categorii de numere se comportd diferit in ce priveste rationamentele in care
intervin sau calculele efectuate asupra lor.

De exemplu, din premisele ,,Pe foaia A ieri era scris numarul m”, ,,Pe foaia A
astdzi este scris numarul n”, rezultd drept concluzie o propozitie de transformare:
»Numarul scris pe foaia A s-a modificat cu n-m” sau o concluzie de schimbare:
,Numdrul scris pe foaia A s-a modificat de la m la n”. In schimb, dintr-o premisa de
stare si una de transformare rezultd o propozitie de stare. Bundoara, din ,,Pe foaia A
ieri era scris numarul m” si ,,Numarul scris pe foaia A este mai mare cu n fata de
ieri”, rezultd concluzia: ,,Numarul scris pe foaia A este m +n”.

Orice transformare poate fi compusa cu ea nsdsi sau iteratd. De pilda, daca
iteram transformarea nu asupra originii obtinem numerele: nu(0), nu(nu(0)), ...,
nu(...(nu(0))) etc. La fel ca pentru iteratia unitatii, ordinul iteratiei transformarii nu

2 |dem, p. 85.

% Numerele n din cele doua propozitii nu pot fi confundate deoarece o transformare nu este un
numar, chiar daca poate fi indicatd printr-un numar. Nu putem scrie transformarea ,,adauga n litere”
ca un numdr.
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poate fi exprimat cu ajutorul unui numar, m: 1nu(0), 2nu(0), ..., mnu(0). Putem
scrie aceste transformari ca iteratii ale unitatii: (mn)u(0). Expresia ,,mn” reprezinta
produsul numerelor m si n, aratand gradul iteratiei unitatii in acest caz. Produsul
este comutativ, asociativ, numarul unu joaca rolul de unitate, iar zero este element
absorbant.

De buna seama, putem alege ca unitate orice transformare diferita de
transformarea identica. Daca selectim transformarea T atunci aplicarea repetata a
ei la origine genereazi numerele: 0T(0), 1T(0), 2T(0), ..., nT(0) etc. in acest mod,
nu sunt obtinute toate numerele naturale. De pilda, dacd T = nu, atunci se obtin
numerele: 0, n, 2n, 3n etc.

Pentru a obtine alte numere, unitatea T trebuie divizata. Daca T = nu,
inseamna ca este compusa din N unitdti naturale. Prin urmare, unitatea naturala este
u = (1/n)T. Putem trece de la o unitate la alta in urméatorul mod:

1) Numerele naturale sunt: 1u(0), 2u(0), 3u(0), ...;

2) Substituim u prin unitatea T, tinand seama ca u = (1/n)T;

3) Sirul numerelor naturale daca alegem unitatea T este: (1/n)T(0), (2/n)T(0),
(3/m)T(0), ..., (m/n)T(0).

Numerele ,,m/n” se numesc rationale si reprezinta ordinul diviziunii la care
este supusi o transformare pentru a obtine un numir natural din origine®'. De pilda,
numarul ,,(m/n)T(0)” este 0 + (m/n)T = 0 + m(1/n)T = 0 + mu = m. Prin aplicarea
unui numar rational la o transformare nu obtinem intotdeauna un numar natural. De
pilda, daca la transformarea T = nu aplicadm diviziunea m/p, obtinem numarul 0 +
m/p = m/p. Conditia ca m/p sa fie un numar natural este sa existe numarul natural k
astfel Tncat m = kp.

Constatim ca, pe langd numerele naturale trebuie admise si numerele
rationale care nu sunt intotdeauna naturale. Exprimarea acestora nu poate fi
realizatd in A2, unde toate cuvintele alcatuite din litere sunt numere naturale, prin
urmare, pentru a exprima numerele rationale trebuie adaugate alte litere, apeland la
un alfabet mai vast. In acest fel, nu este obligatoriu ca numerele rationale si fie
exprimate in orice limbaj, deoarece orice alt alfabet diferit de A2 nu este minim,
pot fi construite limbaje care sd nu il utilizeze. De fapt, multd vreme, limbajul a
functionat foarte bine fard a avea expresii pentru numere rationale.

Pentru a exprima noi numere se adauga alfabetului A2 alte litere cu ajutorul
carora sunt exprimate noile numere sau sunt construiti indicatori care sé fie aplicati
numerelor naturale. De pilda, s-ar putea utiliza litere diferite pentru fractiile
alicvote de forma 1/n, asa cum procedau vechii egipteni. Celelalte fractii pot fi
exprimate prin produsul fractiilor alicvote cu numere naturale. Dacd observam ca
numerele rationale sunt perechi ordonate de numere naturale, putem construi un
indicator care sa stabileascd ordinea sau rolul celor doua numere componente ale

3 Richard Dedekind, Op. cit., p. 3.
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unui numar rational, sd arate care este numitorul si care este numaratorul. De
exemplu, dacd, la A2, adaugam litera ,,/”, ajungem la alfabetul A3 = {_, /, |}, peste
care putem formula cuvinte care sunt numere rationale. De exemplu, expresia
|/ _|lIl_ este numarul rational 2/3.

Asa cum putem folosi orice transformare ca unitate, orice cuvant peste A2
poate fi utilizat ca origine pentru a genera numerele naturale. De pilda, daca
aplicam iteratia unitatii nu la cuvantul m, obtinem cuvantul nu(m) = m + n. Daca
am alege ca origine numarul m, prin aplicarea repetatd a unitatii s-ar construi
numerele m, m + 1, m + 2, m + 3, ... etc., respectiv, toate numerele naturale mai
mari decat m. In schimb, numerele mai mici decat m ar riméane neexprimate.

Pentru a exprima numere mai mici decat originea, putem folosi inversa
unitdtii, respectiv, relatia u™ sau -u. Daca unitatea consti in addugarea unei litere la
un cuvant, inversa reprezinti inliturarea sau stergerea unei litere. In acest fel,
aplicand inversa unitatii la un numar se obtine un numar mai mic. De exemplu, -
u(_J|.) = _||_. Daca aplicam iteratii ale inversei unitatii la originea m, obtinem
numerele: m, -u(m), -u(-u(m)), ..., -u(-u...(-u(m))) etc., care pot fi reprezentate in
acelasi fel ca si iteratia unitatii, folosind numere: 0(-u)m, 1(-u)(m), 2(-u)(m), ...,
n(-u)(m).

De aceasta data, sirul iteratiilor nu poate continua la nesfarsit, ca si in cazul
iteratiilor unitatii. De exemplu, pentru n = m se obtine m(-u)(m) = 0, o iteratie mai
mare decat m nu este definitd in M pentru ca nu existd nici un numar, h, peste
alfabetul minim astfel incat h = (m + 1)(-u)(m). Inversa unitatii este rezultatul
rotatiei unitdtii, -u = ru, de unde rezulta r = -1, numit numar negativ.

Alte transformari sunt reductibile la unitate prin iteratie sau diviziune
deoarece prin asemenea operatii se obtin transformari mai mari sau mai mici decat
unitatea. In schimb, despre inversa unittii nu putem spune ci ar fi mai mare sau
mai micd. Dacd aplicim unitatea la numarul doi obtinem trei, iar dacd aplicdm
inversa unitatii la doi ajungem la unu. Pe de altd parte, d(2,3) = d(2,1), adica,
efectul unitatii si a inversei unitatii este acelasi ca marime. De aceea, transformarile
si, totodata, numerele care le revin sunt caracterizate nu numai prin marime, dar si
prin orientare. In vreme ce iteratiile si diviziunile unitatii au marimi diferite dar
aceeasi orientare, rotatiile unitdtii au aceeasi marime dar orientari diferite.
Numerele rezultate prin aplicarea transformarilor cu aceeasi orientare alcatuiesc o
axd sau o dreaptd, In vreme ce numerele care sunt rezultatul transformarilor cu
aceeasi marime, dar avand orientari diferite, formeaza un cerc.

Prin iteratia sau diviziunea inversei unititii se obtin celelalte numere
negative, respectiv, -u = -1u, -u(-u) = -2u, ..., -u(...(-u)) = -nu. Transformarea ,,-
nu(m)” inseamna ca din numarul m se sterg n litere, obtindndu-se numarul p=m - n.

Inversa unitatii poate fi aplicatd oricarui numar natural, dar nu se aplica
pentru numarul zero, deoarece acesta nu are nicio literd. De aceea, la fel ca in cazul
diviziunii, pentru ca inversa unitdtii sa fie o transformare, trebuie sa admitem, pe
langd numerele pozitive, numerele negative. Acestea nu pot fi exprimate in
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interiorul alfabetului minim, ci, admitind numerele negative, alfabetul trebuie
extins introducand alte litere prin care sa fie construit un indicator pentru rotatie,
ajungand la alfabetul A4 = {_, /, -, |}. De pilda, expresia din A4 ,, - |||/ ]_”
trebuie cititd ,,-3/2”. Un asemenea alfabet asigurd ca toate iteratiile si diviziunile
unitatii sunt transformari. Totusi, Tncd nu este un alfabet suficient pentru a permite
inclusiv ca toate rotatiile unitatii sa fie transformari.

Putem considera rotatia ca o transformare aplicatd transformarilor, cand
dintr-o transformare se obtine alta. De exemplu, prin rotatia ,,-1”, din U se obtine—Uu,
din 2u ajunge la -2u si, in general, de la transformarea nu se ajunge la
transformarea —nu. La randul ei, la fel cu iteratia si diviziunea, rotatia poate fi
iteratd, divizata sau rotitd. De pilda, iternd rotatia unitatii, obtinem din nou unitatea: -
(-u) = u, deoarece inversa inversei unei transformari este acea transformare,
respectiv, (-1)* = 1.

Datorita faptului ca rotatia (-1) poate fi iterata, putem presupune ca aceasta
este rezultatul iteratiei unei alte rotatii sau ca, la fel cu iteratiile, rotatiile pot fi
divizate. Daca notam cu i rotatia a carei iteratie este (-1), obtinem -1u = i(iu),
inversa unitatii este rezultatul aplicarii rotatiei i a unitatii la ea insasi. Numarul i are
proprietatea ci ii = -1, respectiv, i’ = -1 sau i = V(-1)*. Sa remarcam ci aici nu este
compunerea lui iu cu iu cind ar rezulta transformarea 2iu, ci este rotirea lui iu cu i
cand rezulta i’u.

in acest fel, ajungem la numerele complexe, z = a + b, prin care reprezentim
atat iteratiile, cat si diviziunile si rotatiile unitatii. De exemplu, (a + bi)u este
transformarea obtinutd prin compunerea dintre iteratia au a unitatii si iteratia bu a
rotatiei unitatii sub un unghi drept. Daca aplicim o asemenea transformare originii,
ajungem tocmai la un numar complex: (a + bi)u(0) = 0 + a + bi = a + bi.
Reprezentarea numerelor complexe presupune un alfabet mai bogat, unde sa fie
addugati indicatori pentru rotatia in unghi drept si pentru compunerea transformarilor.
Numerele complexe nu pot fi intelese decat intr-un alfabet in care sd poatd fi
reprezentate si transformari sau functii numerice®.

Asa cum am vazut, numerele se caracterizeaza prin marime si orientare, adica
z = |z|(z), unde |z| este marimea numarului z, iar (z) este orientarea sa. Putem
exprima orientarea unui numar:

z=a+bi
z=lz)
|z|(z) = [a] + [bli

(2) = (lal/|z|) + (|bl/[z])i, unde
(lal/lz]) + (bl/jz]) = 1

32 Gottlob Frege, Op. cit., p. 146.
% |dem, p. 147.
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Numerele |al/|z| si |bl/|z| sunt notate prin SINA si COSA, unde A reprezintd
marimea orientarii sau a rotatiei unitatii presupusa de numarul respectiv, si se
numeste unghi. Prin urmare, z = |z|(cosA + isinA). Dacd notam unghiul
corespunzator inversei unitatii cu m, putem ajunge la unghiul corespunzitor rotatiei
perpendiculare i:

(D=(@)o()
(-1) = 2(i)

7 = 2(i)

(i) = n/2.

Am putea interpreta numerele astfel incat sa fie necesare numai numerele
naturale la care se adauga numarul zero. Dupa cum am vazut, -1 si i sunt rotatii ale
numarului natural unu. Prin urmare, ele pot fi introduse intr-un limbaj ca indicatori,
ramanand ca numerele naturale sa fie reprezentate printr-o singurd litera. La
acestea, se adaugd cuvantul nul pentru numarul zero, asupra cdruia orice iteratie,
diviziune sau rotatie nu are nici un efect, deoarece acestea privesc literele si
cuvintele alcatuite din litere. O expresie precum ni nu ar fi un produs intre doua
numere, ci un numar natural, n, la care s-a adaugat un indicator care aratd ca
transformarea n este rotita in unghi drept.

Numerele pot fi folosite in cele mai diferite moduri. Avantajul lor fata de alte
expresii este cd, asa cum sunt construite, alcdtuiesc un sistem, de aceea existd
propozitii despre numere, de aceea exista aritmetica si, totodata, de aceea nu exista
o aritmetica pentru orice categorie de expresii. Ele pot fi atribuite unor intensiuni
fard a tine seama de relatiile dintre ele, intdmplator sau arbitrar, la fel cum sunt
atribuiti termeni oarecare, dar pot fi asociate intensiunilor potrivit relatiilor dintre
numere §i, In acest fel, putem analiza relatiile dintre intensiuni prin intermediul
relatiilor dintre numere. in acest caz, calculul numeric permite punerea in evidenta
a unor asemenea relatii, calculul devine un mijloc de decizie asupra valorii
propozitiilor. De exemplu, daca sunt date propozitiile ,,a are n metri inaltime” si ,,b
are m metri inaltime”, putem stabili valoarea de adevar a propozitiei ,,a este mai
inalt decat b cu p metri” verificand daca n — m = p, respectiv, extragand cuvantul m
din n si comparand rezultatul cu numarul p.

Dacia fy, ..., f, sunt intensiuni contrare intre ele, putem construi genul acestora
prin compunere sumativa: S = f; + f, + ... + f;; si sa addugam negatia genului,
ajungand la scala /S, S*/ = /fy, T,, ... f;,, S*/. Intensiunile f; sunt supraordinate fata
de S, putand fi obtinute adaugand sens la sensul lui S. Putem face acest lucru
folosind numere, cand f, = nS, iar pentru S* atribuim numarul zero: S* = 0S. in
acest fel, numerele joaca rolul unor negatii care, aplicate unor termeni, genereaza
termeni contrari. De pilda, aplicind numarul zero lui S se obtine negatia acestuia.
La fel, din S, prin addugarea de numere ajungem la termeni contrari care sunt
speciile lui S. De exemplu, ,,inalt de doi metri” este contrar fata de ,,inalt de trei
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metri”. Putem trece de la o specie la alta prin transformari, de exemplu, de la
primul la al doilea contrar de mai sus putem trece adiugand un metru. In acest fel,
numerele care privesc transformari neagd termenul la care se aplicd, obtinand un
termen contrar.

Dupa cum aplicarea numarului zero duce la negarea genului, aplicarea unui
numar de transformare unei specii duce la negarea acesteia. La randul sdu, zero
este compunerea conjuncta a negatiilor speciilor: 0S = &;(n;S)*, respectiv, (0S)*
= vi(n;S). Prin urmare, numerele servesc pentru a pune in evidenta diferite relatii
sau operatii logice, cum ar fi relatia dintre specie si gen sau relatiile dintre specii
ori relatiile din interiorul unei scale®.

Daca analizam o propozitie precum: ,, Trei atleti au sarit de trei ori trei garduri
fnalte de trei metri” constatim cd numadrul trei este folosit, de fiecare datd, cu
inteles diferit. Nu putem spune cé este vorba de acelasi inteles pentru ca fiecare
dintre ocurentele numarului trei are o sintaxa specifica in expresia de mai sus®.
Prin urmare, numerele sunt expresii care isi gisesc cele mai diverse utilizari in
comunicare si, intr-un anume sens, sunt cele mai simple cuvinte pentru ca unele
dintre ele pot fi construite utilizdnd doar resursele alfabetului minim.

3 Alfred North Whitehead, Russell Bertrand, Op. cit., p. 231.
% Louis O. Kattsof, A Philosophy of Mathematics, The lowa State College Press, Ames, 1949,
p. 39.



