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Abstract. Wittgenstein brings philosophical arguments against extensionalist conceptions of
the real number by criticizing the theories of Cantor, Dedekind, and the decimal
construction. It is about the unjustified use of the concepts of rule, infinity, generality.
I analyse the Wittgensteinian concepts of: rule, the generalization of mathematical
operations, andthe transition from logicism and logical space to a mathematical
grammatical space. Variables are used instead of definitions because they are formal
signs that reflect generality much better than definitions, which are usually limited.
Two essential criticisms emerge about the general scheme of a rule applied to signs.
Firstly, the symbolic rule hides mathematical reality and secondly, there is a conflict
between rule and generality, validity and usage, general rule and particular rules,
intensional and extensional. There is a hiatus, a metaphysical gap between the general
sign and the concrete number, between the possible and the real. With this, the
difference is made between the concrete number and the concept of number, between
pure mathematics and applied mathematics. I point out an equidistance, a lack of
dependence between the conception of the cardinal number and the real number.
I highlight the equivalence of Cantor's, Dedekind's and the decimal construction of the
real number. Within the real number body, addition (+) is an unfounded, vicious concept,
and the concept of total order on the real number manifold cannot be sustained. The
concept of actual infinity, countability, Cantor's diagonal construction is criticized.
Cantor avoids the concept of actual infinity and demonstrates a possibility thrown at
infinity which is not an actuality. Mathematics is limited by its symbols, mathematics
describes and does not represent.

Keywords: real number, cardinal number, rule, actual infinity, generality, mathematical
symbol, mathematical process.
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1. RAPORTUL DINTRE MATEMATICA PURA
(BAZATA PE FORME GENERALE) SI MATEMATICA APLICATA

Spatiul gramatical al numerelor in genere, cuprinzand si pe cele reale, este
edificat de citre Wittgenstein in Philosophical Grammar', Philosophical Remarks®
si continud in Remarks on the Foundation of Mathematics’ cu aprofundarea
discutiei asupra numerelor irationale, critica procedeului diagonal a lui Cantor,
a teoriei tdieturilor a lui Dedekind, criticile aferente asupra fundamentelor
matematicii s.a. Filosoful vienez sugereaza ca nu exista o ,,poveste” a numerelor,
asa incat sa fim uimiti de ceea ce va urma, ci uimirea produsa de o reguld de
constructie a numerelor provine din ceea ce nu ne incdpea in minte, din faptul ca nu
poti avea imediat sub privire o totalitate infinita; chiar cerinta de a fi infinitd ¢ un
subterfugiu al limbajului matematic, folosit de cele mai multe ori intr-un mod
obscur. Imaginea despre numerele reale, ca si cea despre numerele cardinale,
pleaca de la conceptul de regula. O reguld avem peste tot unde se afla o variabila si
aceasta ne aminteste de conceptul formal din Tractatus Logico-Philosophicus® si
forma generald a numadrului care ramane ca punct de continuitate in filosofia
wittgensteiniand a matematicii. In cazul numerelor de alt tip decat cele cardinale,
regula lor de generare se ,,complica”; de fapt, ea nu are altd naturd decéat cea
crescutd, mai exact, infasurata in jurul lui ,,+1” sau ,,si asa mai departe” (and so
on). Cu acest salt, de la ,,+1” la orice alta operatie matematica, consider ca are loc
o generalizare a tipurilor de operatii, dar nu mai este nici pe departe una logicista,
ci alta, matematico-gramaticala. In mod tacit, se admite discutia in jurul unui
»concept general de numar”, insd discutia de profunzime se axeaza pe posibilitatea
de a urma o regula.

In PG si PR, Wittgenstein cautd si extindd conceptul de numar, de la cel
cardinal exprimat sub forma generald, la cel rational si real. Regula generala este
una de utilizare a variabilelor (&, In notatia consacrata deja) pentru care se instituie
o regula de utilizare, care presupune acelasi tip de variabila. Acest procedeu (sa il
numim cvasigeneral) e preferat celui care implica definitii (care ,,mai devreme sau
mai tarziu se sfarsesc™) si se bazeazi pe reguli de semne pentru care se folosesc
notatii consacrate, cum sunt ridicarea la putere, extragerea radicalului etc.

! Wittgenstein, Philosophical Grammar (PG), editor. Rush Rhees, trad. Anthony Kenny, Basil
Blackwell, 2004.

% Wittgenstein, Philosophical Remarks (PR), editor. R. Rhees, trad. Raymond Hargreaves si
Roger White, Basil Blackwell, Oxford, 1998.

3 Wittgenstein, Remarks of the Foundations of Mathematics (RFM), editor. G.H. von Wright,
R. Rhees si G.E.M. Anscombe, trad. G.E.M. Anscombe, Basil Blackwell, Oxford, (1956) 1998,
Part. I, Anexa II.

* Wittgenstein, Tractatus logico-philosophicus (TLP), traducere, cuvant introductiv si note de
Alexandru Surdu, Edit. Humanitas, 1991; in engleza, Tractatus Logico-Philosophicus, trad. D.F. Pears si
B.F. Mc. Guiness, London, Routledge, 1961.

5 PG, Part. I, 11, 10, p. 280.
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In felul in care isi exprimd meditatiile referitoare la folosirea de simboluri si
reguli de semne, Wittgenstein pare sa se declare excedat de faptul ca apeleaza in
mod tacit la forma generald a numarului, la semne pentru entitéti care nu semnifica
niciun proces, ci, poate, cel mult, trimit la o practica matematica: ,,Dar ce face ca
un semn sa fie o expresie a infinitului? Ce da caracterul ciudat a ceea ce numim noi
infinit? Cred ca este ca si cazul unui semn pentru un numar enorm. Deoarece,
caracteristica infinitului, conceputd 1n acest mod, este marimea lui imensa. Dar nu
este nimic care sa fie o enumerare si totusi sa nu fie o enumerare; o generalizare
care enumera intr-un mod neclar fard s enumere in mod real sau enumerand pana
la o limita determinata.”

Singurul lucru care prezinta incredere este o reguld care poate fi aplicatd in
practicd. Daca aici ramane intr-un fel ambiguitatea asupra a ce anume este o regula,
Wittgenstein gaseste mereu prilejuri de a ne arata ce Inseamna aceasta.

Ideea este ca putem sa urmdm o reguld de constructie, fard a scrie (sau a fi
capabili sa scriem) seria care rezultd. Wittgenstein nu lucreaza cu artificii, ci cu
bariere, limite, granite. Asa sunt afirmatiile si propozitiile matematicii Tn domeniul
aparte al gandirii pe care filosoful cautd sa-1 scoatd la lumind precum Socrate
cunostintele de matematica ale interlocutorului.

Intrebarile lui sunt metafizice si dechise, nu conduc la rdspunsuri sau optiuni,
ci sunt mai degraba de sorginte initiatica. ,,Fa asta si Intelege limitele”, ne spune
filosoful. Altfel cum sa receptezi faptul ca niste semne, precum ,,1+1+1+1...” sau

»l1, & /(E+3)57, sau ,,a, & &F1” ne pot face sa urmam o reguld in care partea
importanta rezida in ,,puncte-puncte” sau in ,,inlocuieste in continuare variabila &
cu numere particulare”?

»Asta Tnseamna ca expresia «si asa mai departe» nu contine o putere secretd
prin care seria sa fie continuata fara sa fie continuata.

Desigur nu 1l contine pe acela, vei spune, dar totusi contine intelesul
continudrii infinite.

Dar am putea iIntreba: cum se Intampla ca cineva care acum aplica regula
generali unui numir mai mare si urmeze in continuare aceastd regula?”’

Doua idei se desprind din perspectiva lui Wittgenstein asupra schemei
generale a unei reguli care se aplicd unor semne:

— posibilitatea regulii ascunde realitatea (existenta), deoarece o regulda
simbolicd nu reprezintd un proces matematic desfisurat in totalitate, care ,,sa ne
stea 1n fata ochilor”;

— posibilitatea regulii implicd negarea existentei unor alte simboluri: mai
exact, posibilitatea alegerii, discernerii lor, din faptul cd nu orice semne pot sa
apard atunci cand urmam o regula.

PG, Part. I1, I1, 10, p. 28
"PG, Part. II, 11, 10, p. 28
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Schematic, o reguld aplicatd unor semne implicd un proces matematic:

(D Regula de Semne — (II) Proces matematic (cum ar fi numararea).

Intre semnul generalitatii semnificat de (I) si procesul matematic semnificat
de (II), nu exista al treilea termen, aratd Wittgenstein.

,»INu este un al treilea lucru Intre enumerarea particulara si semnul general.

Desigur numerele naturale au fost scrise doar pana la un anume cel mai inalt
punct, si zicem 101°. Acum, ce constituie posibilitatea scrierii numerelor care nu
au fost Inca scrise? Cat de ciudat este acest sentiment ca ele sunt deja, apartin
existentei! (Frege a spus ca Tnainte ca o constructie de linii s fie desenata, intr-un
anume sens ea era deja acolo.)”®

Absenta trecerii de la reguld la fenomenul concret matematic, Wittgenstein o
resimte ca pe un gol metafizic, ca pe un ,,abis intre numere §i propozitia generala”.
in plus, acele ,,puncte-puncte”, ,,.....” sau ,,and so on”, esential pentru calcul si care
da sensul de regula generala unui sir, ¢ o regula care apare in cadrul lui and so on,
and so on! Asadar, e vorba de gramatica expresiei ca atare, fiindca de exemplu,
1, 1+1 and so on... = 1, 1+1, 1+1+1 and so on, and so on.

Revine 1n sarcina gramaticii lui ,,and so on” si ne elibereze de teama de a o
folosi intr-un mod care sa transcenda finitul; si atunci regula generala se transforma
intr-o problema de limbaj, matematicul se mutd in Spatiul Gramatical.

Cu aceasta, Wittgenstein mai descopera o distinctie gramaticald ,,oricat de
ciudat ar suna”: e vorba de cea dintre ,,numerale” (numele de numere care au fost
deja scrise conform regulii) si ,,numerele care urmeaza”!, adica cele care nu vor fi
scrise niciodata 1n cadrul aceleiasi reguli.

Jocul deschis intre posibil si real, arbitrar si esential se completeazd cu
diverse imagini si exemple de tip reprezentationist.

,»Ca ce anume vedem 1, 1+1, 1+1+1...7 Aici este o formd inexacta (s.n.) de
exprimare. Punctele sunt ca niste numerale suplimentare vizibile in mod indisctinct.
Este ca si cum ne-am oprit din scrierea numeralelor, pentru ca la urma-urmei, nu le
putem scrie pe toate, dar ele sunt acolo ca intr-un fel de cutie. E ca si cum ag canta
numai primele note dintr-o melodie, facand numai o aluzie la ce urmeaza si o las sa
se estompeze 1n neant. (Sau ca §i cum as scrie doar primele litere dintr-un cuvant
distinct si restul le-as ldsa ca o linie inarticulati.) In fiecare din aceste cazuri,
indistinctul are un distinct (cartezian vorbind, n.n.) care ii corespunde.””

Astfel, nu e vorba pur si simplu cd un numar cardinal este ceea ce rezulta din
1 prin continuarea adunarii cu 1, ci de o ritmicitate, o regularitate care nu e
,hebuloasd” si in care nu se pot strecura confuzii (s8 numaram din doi in doi,
de pilda).

Asadar, Incarcatura lui ,,and so on” cade pe regula care trebuie urmata si nu
pe aceea a unui substitut pentru o serie de numerale care nu poate fi scrisa, ci se

$ PG, Part. 11, 11, 10, )
° PG, Part. I1, 11, 10, }

p-
p.
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sugereaza in continuare. latd o altd perspectivd care schimbad modul de a privi
obisnuit: aceasta perspectiva este una tipic reprezentationista, noutatea si originalitatea
care puncteaza filosofia wittgensteiniana a matematicii.

Wittgenstein este acum in masurd sa precizeze legitura dintre numar si
conceptul de numar, explicand de fapt raportul dintre matematica purd si matematica
aplicata. Ideea de baza raméne ca nu e necesar s coexiste conceptul de numar cu
numerele ca atare. Daca in TLP, forma generald a numarului se desprindea din
numerele particulare, acum independenta consista in faptul ca putem avea un calcul
cu numerale, fard si fie nevoie ca ele sa fie guvernate de forma generald a
variabilei de numar.

Regulile dupa care operam cu numerele particulare se evidentiaza fie prin
,linii” care se adund sau reguli mecanice aritmetice (inclusiv de tipul ,,abacului
rusesc”), care, dacd nu sunt valide (fiindca nu acced la o forma generald), sunt cel
putin utilizabile (asa cum ne folosim de unele scheme sau desene).

Teoremele privitoare la numere particulare care se exprimd in calcule
aritmetice nu pot fi ,,complete” decit dacd contin teoremele generale despre
numere cardinale, ecuatii generale de tipul asociativitatii operatiei de adunare si
alte tipuri de reguli generale. Si aici Wittgenstein exprima fenomenele si procesele
matematicii intr-un stil propriu: regulile generale se cuprind la modul intensional in
reguli aplicate in cazuri particulare; regulile generale nu sunt niciodatd total
exprimabile, vizibile, decat prin cele particulare, iar cele particulare nu pot fi
complete decat bazandu-se pe regulile generale, care, in mod practic, prin structura
lor matematico-gramaticali adauga calculului numeric ceva in plus'®; reguli de tip
general sunt cele, cum am aritat'', de forma a+(b+c)=(a+b)+c; dar si calcule de tot
felul care pot fi imaginate prin restrictii sau reguli oarecare, cum ar fi 1/3 = 0.3,
care apartine unui tip de calcul si 1/3 = 0.(3) care este un alt calcul.

Wittgenstein In acest moment e In masura sa 1si pund o intrebare care nu isi
afla locul in TLP: care este importanta conceptului numarului cardinal? Este acesta
indispensabil definirii celorlalte tipuri de numere?

Réspunsul e negativ: nu exista niciun determinism sau un traseu privilegiat
in favoarea numarului cardinal. Cum vorbesc despre o reguld generala de tip
(1, &, &+1), 1a fel pot discuta despre o regula generalda de forma (5, g\/E); cel putin
aceasta lasa sa se inteleaga filosoful:

,Intrebarea care de asemenea se ridici: unde este conceptul de numir (sau al
numarului cardinal) indispensabil? Numar, in constrast cu ce? (1, &, &+1) poate,
in contrast cu (5, E,\/E ) etc. — Pentru ca daca chiar introduc un semn asa ca (1, &, &+1) si
nu il ludm ca pe un lux, atunci trebuie sa fac ceva cu el, i.e. sa il folosesc Intr-un

10 ¢t PG, p. 286.
" A se vedea Iulian Grigoriu, ,,Generalitate si inductie in filosofia wittgensteiniani a matematicii”,
in Probleme de Logica, Bucuresti, Edit. Academiei Roméane, 2020, pp. 113-134.
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calcul, si apoi 1si pierde splendoarea solitard si apare intr-un sistem de semne
12
coordonate cu el.”

Distinctia dintre numarul cardinal si cel real se face intre reguli ale unor
jocuri (de limbaj matematic) apropiate. Diferenta, contrastul dintre ,,numarul
cardinal” si ,,numarul real”, este una Intre reguli, nimic altceva. In filosofia
wittgensteiniand a matematicii, fundamentele matematicii care tot pregatesc terenul
pentru dezvoltarea tipurilor de numere, cu tot ambalajul axiomatic si teoretic,
se naruie sub forta evidentei: ne ingeldm dacd credem ca expresiile ,,numerele
cardinale”, ,,numerele reale” ar ascunde o diferenta calitativa, ontologica, tipuri de
infiniti, numarabilitate si teoreme cu demonstratii care le modeleaza si le certifica.

Nu poti spune ,toate numerele cardinale”, la fel cum nu se poate utiliza
expresia ,,toate numerele reale”, ci numai folosi, specifica, numere particulare.
Diferentele dintre regulile care trimit la numere cardinale si reguli privind numere
reale se afla pe acelasi palier.

Teoremele lui Cantor sunt absurde.

»Spunem numarul numerelor cardinale este mai mic decat numarul numerelor
reale §i ne imagindm cd am putea sa scriem doud serii una langa alta... si atunci o
serie va merge pand la infinit, in timp ce cealaltd se va opri undeva intr-un infinit
real. Dar asta este un nonsens. Dacd putem vorbi despre o relatie care poate fi
numitd prin analogie «mai mare» si «mai micy», ea poate fi o relatie Intre formele
«numdr cardinal» si «numar real». Invit ce este o serie avand-o explicati si doar
extinzand ceea ce mi este deja explicat. O serie finitd este explicatd mie prin
exemple de tipul 1, 2, 3, 4, si una infinita prin semnele «1,2,3,4 si asa mai departe»
sau «1,2,3,4... »"

2. SITUATIA MATEMATICA A NUMERELOR REALE.
CELE TREI CONSTRUCTII: DEDEKIND, CANTOR
SI SISTEMUL ZECIMAL

Inainte de a arita motivele si criticile cele mai importante ale lui Wittgenstein
asupra fundamentelor numerelor reale, voi prezenta pe scurt acest sistem, aga cum
se desprinde din perspectiva unei abordari extensionaliste, teoria clasica a multimilor,
teoriile lui Cantor si Dedekind, perspective de altfel devenite un bun comun al
analizei matematice. Trebuie refinut ca majoritatea termenilor matematici astfel
consacrati (cum ar fi infinit, majorant, supremum, demonstratie prin inductie,
distanta dintre numere etc.) sunt criticate pas cu pas si In amanuntime de

2 PG, p. 286.
B PG, Part 11, 11, 10, p. 287.
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Wittgenstein si detronate din pozitia lor privilegiata, macar din perspectiva perceptiei
legilor numerelor reale care, dupa filosoful austriac, ne scapa in mare masura.

Este adevarat ca Wittgenstein nu este interesat de structura numerelor reale
construite ca niste structuri algebrice:

D) (R,+,") este un corp comutativ, dotat cu doud operatii, una numitd adunare
1 sl alta inmultire ,,-”, si care verifica niste proprietdti, conform cérora, (R, +, 0)
formeaza un grup comutativ, la fel si (R — {0}, -, 1); de asemenea, si adunarea este
distributiva fata de inmultire.

II) Multimea R este total ordonatd, adica intre orice doud numere a si b,
relatia a < b este sau adevarata, sau falsa.

IIT) Pentru orice multime M c R existd un numar notat supM (intuitiv,
supremum de M, un numar mai mare decat orice numar al multimii date) si care
apartine multimii R.

Faptul ca N c R, Z € R, Q © R, bazat pe conceptul de functie (injectiva),
va fi contestat de Wittgenstein.

Modul in care se opereaza cu infinitul, iardsi va constitui un motiv intemeiat
de critica. Faptul cd matematicienii se grabesc sa contruiasca un sistem numai de
dragul functionarii lui 1l iritd in mod deosebit pe Wittgenstein. Operatiile elementare
cu multimi sau cele care implicd diverse tipuri de numere reale vor fi motive de
critica.

Sa consideram sistemul numerelor reale, asa cum e conceput el astazi de catre
analiza matematica (pe baza teoriilor unor Cantor, Dedekind, Abel si altii).

Cele trei axiome definitorii sunt cu totul conventionale: nu ,,stim” ce este
adunarea. Cum am aritat'’, ea se bazeaza pe procedeul de inductie (care presupune
la randul sau operatia de adunare). Distributivitatea adunarii fatd de iInmultire iarasi
ar presupune o demonstratie recursiva, care nu poate decat sa il nemultumeasca pe
Wittgenstein, din motive aratate pe larg.

Sa acceptam atunci ca (R, +, 0) formeaza un grup abelian? Probabil ca insusi
faptul ca ceea ce premerge accesul la o astfel de structura este deja ,,putred”, 1l face
pe filosof sd nu mai aibad incredere 1n structuri algebrice abstracte. Matematicienii
construiesc conventii. Noi 1i urmam din inertie, nu ne mai punem intrebari.

in al doilea rand, relatia de ordine totald din R, ,,mostenita” de la numerele
naturale, presupune iardsi existenta unui numar straniu, precum 0, in jurul caruia
totul se Invarte, precum ata pe un mosor. Dar a compara acum doud numere reale,
ceea ce revine la a compara doua ,,legi”, asa cum se va exprima Wittgenstein, nu
face decéat sa devina... impietate. Doud numere reale pot fi identice pana la infinit,
ne va spune (cu alte cuvinte) Wittgenstein. $i atunci cum sa le compari?

Si a treia axioma care fundamenteaza ,.teoria modernd” a numerelor reale,
care are pretentia unor rezultate mai profunde, specifice multimii R (pentru orice

4 A se vedea Iulian Grigoriu, ,,Generalitate si inductie in filosofia wittgensteiniand a matematicii”,
pp. 113-134.
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multime M inclusd in R, existd un supremum, supM real'”), nu este decit un
rezultat amorf'®: atita timp cat ,,axa” numerelor reale nu e alcituitd din puncte, iar
un ,,punct” nu e unul oarecare intre alte puncte, ci de fapt unul care se deplaseaza,
asadar, ca sa spui Ixo@x, ar fi ca si cum ai lua in considerare toate punctele
submultimii majorate M. Si atunci cum se poate vorbi despre supremumul unei
multimi?

Mai mult de atat, in timpul edificarii structurii R, matematicienii si filosofii
si-au pus diverse probleme'”:

— este sistemul de axiome care construieste multimea R necontradictoriu?

— exista efectiv o multime R determinata de axiomele de mai sus?

— sistemul numerelor reale este unic?

Exigentele ridicate sunt de tip logic (poate sa apara in R o propozitie, precum
si negatia sa, si s fie ambele adevarate?). Cei care s-au dedicat fundamentarii
sistemelor de numere au aratat ca necontradictia lui R decurge din cea a lui N.
Dar Godel demonstreaza ca nu se poate arata necontradictia lui N fara a recurge la
entitati din afara sa.

Cei mai multi matematicieni raspund la a doua chestiune legatd de existenta
unei multimi ca R, facand apel la practica matematica. Aici, se poate considera ca
Wittgenstein raspunde invers: am ajuns din practicd sd operam cu niste numere
numite numere reale. Dar felul in care matematicienii si filosofii cauta acum sa le
fundamenteze este cu totul inutil, In plus, ei se Impiedica in aceste fundamente
care, cand sunt, cand nu sunt contradictorii.

Greseala lor e una funciara, numerele reale nu au nevoie de vreo fundamentare,
practica si contructia lor e de ajuns.

Dar iaté cele trei constructii de sisteme de numere reale, toate plecand de la
multimea numerelor rationale, Q:

1. Constructia lui Dedekind pe baza de tdieturi, ca si celelalte doud, cauta sa
,»densifice” multimea numerelor rationale Q, construind o multime mai ,,generoasa”,
care sa o contind si care va fi R (cea care verifica cele trei conditii definitorii
expuse mai sus).

Ideea lui Dedekind este simpla: pentru un numar beQ dat, o taieturd in Q este
orice multime T (care nu are cel mai mic element, deci ,,vine de la minus infinit”)
si contine toate numerele posibile rationale mai mici decat el. Mai greu e de scris
acest lucru sub aceastd formulare; de aceea, spunem cd deindatd ce un numar
rational q este mai mare decat t, atunci q€T.

15 Numiti axioma Cantor-Dedekind.

'8 Cum se exprimi filosoful Ludwig Wittgenstein, Philosophical Remarks (PR), ed. R. Rhees,
trad. Raymond Hargreaves si Roger White, Basil Blackwell, Oxford, 1998, IX, §110, p. 173, dar si in
alte locuri.

17 Cf. Octavian Stanasild, Analizi Matematicd, Bucuresti, Editura Didactica si Pedagogica, 1981,
p. 47.
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Mai riguros, definim o tdieturda in Q, submultimea T pentru care, daca teT,
si q>t, q rational, atunci q€T;

Toate taieturile lui Q sa le notdm cu Rp: Multimea numerelor rationale Q va
fi inclusd in Rp, deoarece orice numar rational se poate scrie ca o taietura; in plus,
se definesc: suma intre taieturi, numarul zero (0= T(0) = toate numerele rationale
mai mari ca zero {q€Q, q>0} relatia de inegalitate intre submultimi incluse,
inmultirea dintre A si B si astfel a fost construit sistemul Rp al numerelor reale pe
baza de taieturi.

2. Cantor construieste multimea numerelor reale prin ,,completarea”
numerelor rationale cu niste numere care nu sunt rationale, prin metoda diagonalei,
pe care o voi expune imediat.

in limbaj de teoria multimilor si teoria sirurilor, un numir real va deveni
limita unui sir de numere rationale; numerele rationale se organizeaza in felul
urmator: un sir ,,fundamental” de numere rationale a, este fundamental daca
pentru orice £>0 rational, existd un numar natural N depinzand de & astfel incat
[a, - a;m] <&, oricare a fi m si n = N(&).

Acest & este un numar ,,miraculos”, deoarece el poate fi facut oricat de mic,
dupa necesitati, agsa incat raimane ,,mai mic” decat orice numar cu care se compara
(devenind un adevarat ,,cleste” pentru diferenta dintre cele doua siruri de ranguri,
m si n ale sirului a,,, $i rimanand mereu pozitiv £>0). latd cum un concept poate la
fel de important ca si ,,0” sau ,,1”, pentru mul{imea numerelor reale.

in fine, in limbaj de teoria multimilor, in multimea sirurilor fundamentale de
numere rationale, doua siruri, a,, si b,, sunt echivalente, daca Vv £>0, IN, numar
natural depinzand de &, asa incét [a,, - b, ] < §, V n= N(§).

Multimea claselor de echivalentd a sirurilor fundamentale este mulfimea R a
numerelor reale, care verifica iarasi axiomele date.

3. Constructia zecimald a numerelor reale consta dintr-o multime de siruri
infinite de cifre (zecimale) notate astfel: a,a,as.....a190a101--- »»$1 asa mai departe”,
printre care pot exista oricate cifre de 0, In numar finit, dar nu pot exista
siruri de forma aqa,as..... a1909999..., caz in care numarul zecimal se scrie
a10,05....(A100+1). In aceastd multime se definesc numerele zecimale pozitive,
negative, numarul zero (ca intersectie a lor) suma, diferenta, supremumul, scrierea
prin trunchieri si perioade, inmultirea, care respectd sistemul initial de axiome,
astfel Tncat avem o noud constructie sintacticd a numerelor reale, R (un limbaj cu
11 semne — 10 cifre zecimale si o virguld care prin conventie se scrie dupa prima
cifri a sirului, care se va imbogiti cu concepte semantice — suma seriei,
convergenta etc.) si e constructia cea mai folosita din toate cele expuse.

Asa cum aratd Octavian Stanasila, cele trei sisteme constituie de fapt unul si
acelasi, fiind vorba de fapt de ,,0 unicitate pana la izomorfism”:

,»S¢ poate demonstra urmatoarea teorema: dacd R si R’ sunt doua sisteme de
numere reale, atunci existd o aplicatie bijectivda @: R — R’, astfel incat ®(0) = 0,
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O(1) =1, Od(x+y) = O(x)D(y), pentru orice X, yER si in plus, dacd x<y 1n R, atunci
O(x) < O(y). Asadar, din punctul de vedere al utilizarii operatiilor algebrice,
inegalitatilor si proprietatilor care decurg din axiome..., multimile R, R’ se pot
identifica; orice calcul efectuat in R se transfera in R’ prin aplicatia @ si reciproc,
orice calcul ficut in R’ se transferd in R prin ®~1... R si R’ sunt corpuri total
izomorfe.”"*

La fel sunt si cele trei constructii: a lui Dedekind, a lui Cantor si cea
zecimala.

Pentru a completa sirul de constructii si demonstratii care fac obiectul
principal al criticilor lui Wittgenstein referitor la ceea ce matematicienii considera
a fi un ,,infinit actual” (care include un alt ,,infinit actual”), dar si conceptele de
,numirabilitate” si ,nenumarabilitate”, expun pe scurt’” demonstratiile ¢ multimea
numerelor rationale (si algebrice) este numadrabild, precum si demonstratia de
nenumarabilitate a numerelor reale, prin procedeul diagonal.

Cantor considera ca doua multimi intre care se poate stabili o corepondenta
bijectivd au aceeasi ,,putere”. Astfel, orice multfime ,,indexatd” dupd multimea
numerelor naturale este numarabila: sirul 1 2 3 4 5 6 7 8 9..n .. (evident
numadrabil, prin functia identica f(k) =k, este ,Jafel’cu 2 4 6 8 10 ............... 2n ...
chiar daca, a doua multime este parte a primeia. Acest aspect ii va da curaj lui
Cantor sa stabilesca Tmpotriva conceptiilor curente asupra infinitului ca o ,,parte”,
precum un interval de numere reale, va avea acelasi ordin sau putere cu intreaga
mult{ime a numerelor reale.

Dupa Wittgenstein®, regulile sistemului zecimal, prin faptul ci nu limiteaza
semnele numerice (spre stinga sau dreapta), lasa libera exprimarea infinitului.

»Poate am putea spune: fie, dar semnele numerice sunt totusi limitate de
folosire, materialul necesar pentru scriere si alte circumstante. Fard indoiala,
dar aceasta nu se exprima in regulile folosirii lor, ci sensul lor este formulat numai
in reguli. Relatia m=2n stabileste o corelatie a clasei tuturor numerelor cu una din
subclasele sale? Nu! Ea stabileste o corelatie a oricarui numar arbitrar cu altul si in
acest mod obtinem perechi de clase infinit numeroase, unde o clasa este corelata
cu o alta, dar ele nu sunt in niciun caz intr-o relatie ca dintr-o multime cu o
submultime. Chiar acest proces infinit este el insusi, intr-un sens, o asemenea
pereche de clase. In aceastd superstitie ci m=2n stabileste o corelatie intre o clasa
si subclasa sa, nu avem de-a face din nou decat cu o ambiguitate a gramaticii. $i cu
de a stabili o corelatie a oricarui numdar cu un altul, dar nu stabileste corelatii intre
toate numerele cu celelalte.”'

18 Octavian Stinisild, op. cit. pp. 57-58.

19 Cf. Oscar Becker, Fundamentele matematicii, Bucuresti, Edit. Stiintificd, 1968, pp. 308 sqq.
PR, XII, 141.

' PR, XII, 141.
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Iata o observatie in stil wittgensteinian care e de ajuns sa bulverseze faptul ca
o relatie functionala de biunivocitate conchide si identitatea profunda a doua
constructii matematice. Cantor nu poate sustine o corelatie efectiva, ci o posibilitate,
dar care nu e niciodata manifestd. Asadar, sa nu eludam conceptul de infinit actual
in stilul in care Cantor o face. Observatia lui subtila (ca o multime inclusa in alta
este la infinit ,,egald” cu ea) intr-adevar nu conduce la ceea ce si-a propus, adica nu
avem de a face cu multimi de aceeasi putere. Tot edificiul creat pe fundamentele
teoriei multimilor este superfluu. Wittgenstein caracterizeaza drept ,.falacios”
termenul de posibilitate, deoarece el sustine ca, Intr-o buna zi, ceea ce este posibil
va deveni manifest. Dar nu e cazul, cu atat mai mult 1n situatia inifinitului. Asadar,
in matematicd, nu se accepta ca posibilitatea sa devina realitate.

»«m=2n este un cursor de-a lungul seriei de numere» si observatia ca distanta
dintre elementele puse in asa numita corespondentd nu este una determinata, arata
cd «ceva» nedefinit, ne-riguros, o ambiguite nematematicd, «gramaticald» se
strecoara in lucrurile agezate in ordine monotona care devin o «superstitie»; nu e o
realitate ca avem de a face cu o corespondentd intre o mulfime si o submultime a
sa. Aceasta, in fond, nu se realizeaza niciodatd, ca sd spunem ca si submultimea
este inclusa in multimea initiala, si ca cele doua au acelasi ordin.

De vina este conceptia extensiva care se pliaza pe un fel de perceptie: numai
dintr-un astfel de motiv, se crede ca undeva, in esentd, «toti n trebuie sa aiba sau nu
aceasta proprietate, chiar dacd nu pot si stiu asta».”*

Cantor interpreteaza astfel teoria tdieturilor a lui Dedekind: ,,Forma definitiei
dlui Dedekind se bazeazi pe totalitatea tuturor numerelor rationale, acesta fiind
impartita in doua grupe, astfel daca notim numerele primei grupe cu A4,,, numerele
celei de-a doua grupe cu By, avem totdeauna A, < B,; dl. Dedekind numeste o
astfel de impartire a numerelor ragionale «taietura» multimii, o noteaza cu (4,/B,)
si 1i asociaza un numar b”>.

Wittgenstein cunoaste aceste discutii si riposteaza astfel: ,,in explicatia pe
care o da Dedekind conceptului de infinit, greseala (cercul vicios) consta in a aplica

22 pR, XI1, 130.

2 Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Bazele unei teorii generale a
multimilor), Leipzig, B. G. Teubner, 1883, cap. 9. Tot aici Cantor trece in revista ,trei forme
principale de introducere aritmetica riguroasd a numerelor reale generale”... care sunt: ,,mai intai
metoda de introducere folosita de dl. prof. Weierstrass de multi ani in prelegerile sale asupra
functiilor analitice...; in al doilea rand, dl. R. Dedekind a publicat o forma proprie a definitiei in
scrierea sa Stetigkeit und irrationale Zahlen (Continuitatea si numerele irationale), Braunschweig,
1872 si in al treilea rand, eu am dat in anul 1871 (Math. Ann., vol. V, p.123) o forma de definitie care
in exterior are o anumitd asemanare cu aceea a lui Weierstrass...; dupa parerea mea, aceastd a treia
forma a definitiei, dezvoltatd mai tarziu si de dl. Lipschitz (Bazele analizei, Bonn, 1877), este cea mai
simpld si cea mai naturald dintre toate....”, iar Cantor subliniaza faptul ca in definitia unui numar real
rational, intervine intotdeauna o mul{ime de ordinul intai de numere rationale, ca loc comun al tuturor
celor trei definitii avute in vedere, ,,deosebirea dintre ele constand in momentul generarii prin care se
asociaza multimea cu numarul (real, n.n) definit prin ea, precum si in conditiile pe care trebuie sa le
indeplineasca multimea ca sa se poatd adopta ca baza pentru definitia numarului respectiv”.
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conceptul «toti» implicatiei formale care, daca putem spune, isi pastreaza valoarea
independent de faptul cd un numar finit sau infinit de obiecte este inclus in
conceptele despre care vorbeste. Ea spune pe scurt: daca se aplica unui obiect,
se aplica tuturor.

Ea nu ia in considerare deloc totalitatea obiectelor, ci doar spune ceva despre
obiect la momentul de fata, si aplicarea ei este finita sau infinita, dupa caz.

Dar cum putem noi sa stim o astfel de propozitie? — Cum se verificd ea?
Ceea ce 1n realitate corespunde cu ceea ce avem in minte, nu e deloc o propozitie,
ci inferenta de la @x la yx, cand aceastd inferenta este permisd — dar asta nu e
exprimati printr-o propozitie.”**

Cu alte cuvinte, Impartirea lui Dedekind a tuturor numerelor rationale la
stdnga sau la drepta unui numar abstract b nu poate sa se aplice tuturor numerelor,
ci numai celor la care se aplica, cele avute in vedere acum. E vorba de o comparatie
intre toate numerele rationale cu un ,,reper”, sau de o inferenta, dar care trebuie sa
se aplice la modul finit sau infinit, dacd e cazul. Or, aceasta totalitate poate fi
»parcursd” mental, dar nu si marterial, asadar poate si nu fie exprimata printr-o
propozitie cu sens matematic, adicd pot sa ,,raman” cu numere rationale care nu se
plaseaza nici la stanga, nici la dreapta taieturii.

Wittgenstein protesteazd de asemenea asupra reprezentdrii zecimale a
numarului real, in cele mai multe din panseurile sale filosofico-matematice.
Din punct de vedere gramatical, o linie nu se poate prelungi ,,indefinit”, cici acesta
e un caz de ,,si-asa-mai-departe” cu totul diferit de inductia matematica. Fenomenul
geometric nu mai e justificabil pas cu pas si nici nu se impune ca ar fi dublat de un
proces de numérare.

Reprezentarea zecimala presupune o divizibilitate la infinit care presupune
iarasi cd am putea concepe ,,orice” numar de parti; dar o ,,impartire infinitd” poate
fi conceputi? Intr-un stil intensional, Wittgenstein surprinde divizibilitatea ca
»variabila”, adicd incercand sa si-o explice, o transforma in cadrul Spatiului
Gramatical Matematic intr-un concept, In cadrul caruia ,,variabila divizibilitate...
nu opune nici o limitd divizibilitatii reale; si in asta consti caracterul ei infinit™>.

In acelasi timp, filosoful contesti faptul ca ,orice” diviziune ar putea fi
conceputd, fiindcd aceasta nu existd. E mai aproape aici Wittgenstein de o
interpretare pozitivd a unui numar dinamic, cum ar fi celebrul &, care e astfel
gandit, postulat (nu construit) asa incét sa se plieze pe orice proces matematic care
impune o asimilare a unei identitdfi prin compararea unei diferente cu & Daca
diferenta dintre a i b este mai mica decét orice & pozitiv, oricat de mic, atunci a=b.

Termenii de teoria multimilor au contaminat, au corupt cu totul intelegerea
corectd a fenomenelor matematicii. Simbolismul teoriei mulfimilor este unul

24 PR, XII, 130.
I Cf. PR, XI1, 139.
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corupt, pernicios, fictiv si de nonsens, care se insinueaza in locul celui care ar
trebui sa fie (si e singurul posibil)®.

Un numair real este o lege, indiferent cum il reprezentam (intr-un mod
contingent, ca ,,punct” pe o dreapta, sau ca fractie zecimala, ca limita etc).

Pledoaria lui Wittgenstein e convingatoare cd ne facem imagini si reprezentari
gresite despre numerele reale. Ceea ce ne invitd el, este sa ne reprezentdm corect
numarul consacrat ca ,,numar real”.

Punctul de intersectic a doud linii nu e termenul comun a doud clase de
puncte, ci punctul de intilnire a dous legi®’.

Exemplele pe care le consacri, cele legate de V2 si de m, nu sunt decat
exemplificari pe care le di: V2 e dat ca exemplu pentru orice numir irational
algebric, m, pentru orice numar transcendental.

Pentru Wittgenstein, ele sunt fictiuni, prilejuri de a filosofa, nebuloase pentru
cei care cred ca le-au deslusit sensul. Nicio constructie a lor nu le oferda un loc
aparte, cel mult aratd cd nu sunt numere rationale. Se prezintd aceste numere ca
fiind aparte fatd de numerele rationale, se detaseaza ele din mijlocul lor?

Ce arati o constructie ca aceea a punctului v2? Arati ea acest punct? Si cum
ajunge totusi sa ia loc printre toate numerele rationale? Ea aratd pur si simplu ca
punctul obfinut gratie constructiei nu este rational.

In aritmeticd ce corespunde acestei constructii si acestui punct? Ar fi acesta
un numdr care, in ciuda a toate, ajunge si-si facd un loc in mijlocul tuturor
numerelor rationale? E o lege, care nu e o lege, care vorbeste despre natura
numarului rational.

Explicatia taieturii dupa Dedekind aratd ca si cum ar fi problema intuitiei,
atta timp cat zice: nu sunt decat trei cazuri: sau R are un ultim termen si L are unul
prim, sau... etc. In realitate, niciunul dintre aceste cazuri nu se lasi gindit sau
reprezentatzg.

Wittgenstein insistd cd teoria multimilor cautd si surpindd infinitul actual
prin intermediul simbolismului matematic (adica, la un nivel mai general decat
teoria regulilor pe care mizeaza filosoful), ceea ce nu se poate realiza. Simbolismul
e limitat si deci matematica in acceptiunea termenului este ca atare. Ea descrie si
nu reprezintd. De aceea, consider ca reprezentationismul wittgensteinian se opune
structuri, fard sa le poatd reproduce, pe cand filosoful propune in locul descrierii,
o teorie a regulilor (intensionalism). Prin urmare, matematica (cea criticatd de
Wittgenstein) doar ,,ambaleaza conceptele”, proces in care formele sale dispar.
Iar ,,formele nu pot fi descrise, c¢i numai reprezentate” (,,Eine Form kann nicht
beschrieben sondern nur dargestellt werden””).

2 Cf. PR, XV, 174.

2 Cf. PR, XV, 173.

¥ Cf. PR, XV, 173.

¥ Wittgenstein, Philosophische Bemerkungen, Suhrkamp Verlag, Frankfurt am Main, 1964,
XV,171, p. 208.
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Teoria multimilor cauta s inteleaga infinitul la un nivel mai general decat
teoria regulilor. Ea sustine cd nu poti intelege infinitul real prin simbolismul
aritmetic si el nu poate fi decat descris, nu reprezentat (exact pe dos decat crede
Wittgenstein!).

»Descrierea ar contine ceva in genul modului in care duceti o serie de lucruri
nu in maini, ci intr-o cutie. Ele sunt invizibile, dar noi sim ca le transportam
(la modul indirect).

Teoria multimilor duce o pisica intr-o traista. Lasati infinitul sa se adapteze n
aceastda traistd cum poate mai bine. De aici provine ideea cd putem descrie formele
logice prin limbaj. Intr-o asemenea descriere, structurile si corelatiile sunt prezentate
intr-un pachet si ele nu arati cd am putea vorbi despre o structurd fara si o
reproducem in propozitia in sine.”’

Din perspectiva intensionald, interesul se Indreaptd catre o esentialitate a
numarului pe care Wittgenstein a cautat-o tot timpul. Matematicienii abordeaza o
generalitate care nu se exprima, dar ei o descriu, fira sa o reprezinte. Sau mai bine
zis, o reprezentationeaza gresit, lacunar, fortat, nejustificat. Infinitul e o astfel de
forma care este descrisa necorespunzator, numarul real la fel.

Definitia pe care o dd Dedekind unei multimi infinite este, de asemenea, de
acest gen: ea vrea sa descrie infinitul, fara sa il reprezinte.

,»E ca si cum am descrie o boald, prin simptomele exterioare despre care stim
ca apar mereu in acelasi timp cu ea. Si inca in acest caz este o legatura care nu e de

natura formala.”"

3. CRITICA LUI WITTGENSTEIN ASUPRA DEMONSTRATIEI
PRIN METODA DIAGONALA A LUI CANTOR

Teoria multimilor a lui Cantor este criticatd sistematic de Wittgenstein.
Filosoful neaga rigurozitatea si elocventa faptului ca se poate stabili o corespondenta
biunivoca intre elementele a doud multimi infinite, iar teorema de nenumarabilitate
a multimii numerelor reale este discreditata.

Celebra demonstratie a lui Cantor, ¢d multimea numerelor reale considerate
in intervalul (0,1) nu este numaérabila, si anume cé ea are o putere mai mare decat
multimea numerelor naturale (se arata de catre matematica extensionalista ca
multimea numerelor rationale, precum si cea a numerelor algebrice sunt numarabile),
se desfasoara astfel:

Se scriu toate numerele rationale sub formad zecimald infinitd, respectand
regula: fractiile zecimale finite sunt transformate in numere zecimale infinite,
inlocuind ultima cifra ,,n” cu ,,n-1” si completand sirul pana la ,,infinit” cu
999999....;

0pR, XV, 170.
3LPR, XV, 171.
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Astfel, 1n sirul tuturor numerelor zecimale reprezentat astfel:
0.a11a12013 ...
0.ay1a,7a53 ...
0.a31a3,0a33 ...

se considera numarul ,,diagonal” 0.a;;a,,0a33 ... pentru care, avand in vedere
ca fiecare aj, este o cifrd oarecare, se ia byy # ayy, astfel cd numdrul
0.b11b55b35 ... va fi diferit de orice numar din seria initiald, din simplul motiv ca va
diferi de primul numaér cel putin prin prima zecimala, de al doilea, cel putin prin a
doua zecimala s.a.m.d.

Astfel se ,,obtin” (proiecteazd) numere zecimale care nu se afla in sirul
,tuturor numerelor zecimale”, asadar scrierea de mai sus nu poate contine ,toate”
numerele sub forma zecimala.

Cantor considerd ca astfel demonstreaza cd obtine o multime de o putere
superioara celei a numerelor naturale (rationale), si anume continuumul de numere
reale, care este de aceeasi putere cu multimea tuturor submultimilor posibile a
numerelor naturale.

Desigur, procedeul poate continua, considerdnd mai departe multimea tuturor
submultimilor de numere astfel obtinute (reale) sau mulfimea tuturor functiilor
reale, de o putere superioard; si asa mai departe, ca sia folosim ,,ciudata” si
imprecisa expresie criticatd de Wittgenstein, and so on... puterea multimii tuturor
functiilor de functii e superioard celei precedente (a multimii functiilor reale)...
paradoxul survine imediat: dacd avem o putere maximald a unei multimi
(supraetajate la maximum), se aratd cd multimea submultimilor sale are o putere
superioara (paradoxul lui Burali-Forti).

Din tot ce am aratat pana acum, se poate intelege ca Wittgenstein nu poate fi
de acord cu aproape nici un pas al asa-zisei demonstratii al Iui Cantor prin metoda
diagonala.

Mai intai, nu poate fi vorba despre un sir al ,,tuturor” numerelor zecimale.
E ca gi cum am fi in posesia scrierii generalitatii oricarui tip de numdr; or, scrierea
zecimala este o sugestie vaga a complexitatii numerelor reale; apoi, acele ,,puncte-
puncte” trebuie sa faca parte dintr-o reguld in spiritul céreia trebuie sa procedam la
obtinerea unui alt numar, diferit de reguld; inaintand spre ,,infinit”, ar trebui sa ne
imagindm generari infinite de determinatii care trebuie sa functioneze independent,
si atunci nu mai poate fi vorba de o anume reguld. Astfel, numarul real se pierde in
seria infinitd. Aceste numere par anterioare constructiei, deci de tip platonist-
realist, in contrasens cu constructivitatea lor.

Wittgenstein ridiculizeaza (socratic) metoda diagonald, aratdnd cum se pot
obtine alte numere decat cele dintr-o serie zecimald ordonatd dupd o reguld
oarecare (cum e cea de mai jos, datd de Wittgenstein in Remarks on the Foundations of
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Mathematics™), nu prin artificiul lui Cantor (in care se ia byx # axg), ci prin cu
totul alte reguli, asa incét posibilitatea acestor numere diferite de cele dintr-o serie
zecimald datad sa devina evanescentd. Si, atunci, in ce ar consta deosebirea
»calitativa” dintre aceste numere? La fel de bine cum se aratd ca putem gasi un
numar diferit de o serie data, intr-un anumit mod, putem sd gisim un a/f numar,
in alt mod.

Iata un exemplu:

,In ce misurd metoda diagonalei demonstreazi ca existd un numar — spunem
noi — care nu e o radacind patrata exactd? — Evident, e foarte usor de demonstrat ca
existd numere care nu sunt radacini patrate exacte — dar cum functioneaza metoda
pentru a demonstra aceasta?

EEEE

Avem deci un concept general a ceea ce semnifica: a ardta ca existd un numar
care nu apartine unui ansamblu infinit?

Sa ne imaginam cd cineva are sarcina sa numeasca un numar diferit de toate
An; dar ar ignora procedeul de constructie prin metoda diagonalei si ar da ca
solutie numirul ¥/2; si ar arita ci nu este vorba despre un ¥/n. Sau ar fi spus:
considerati V2 = 1.4142... si scoateti 1 din prima zecimali, dar in celelalte locuri
lasati zecimalele care 1i corespund.

1.3142.... nu poate fi un n.3?

O reguld (data de Wittgenstein) se poate substitui celei consfintite de Cantor
si atunci apare un dezacord intre forma numarului nou si cea a numerelor initiale.

Problema aici este cea a fotalitatii invocate de Cantor: cum se poate obtine o
,totalitate intreaga”, ca sd ma exprim pleonastic, adica una despre care sa stiu ca
poate contine toate numerele de un anumit tip (pe cele zecimale 1n spetd?). Regula,
metoda de calcul a numdrului si rezultatul sdu apar diferite, incerte: metoda
diagonald nu este una de obtinere a unui numar! Fiindcd nu putem discerne

N P . . e J . 4
Limprejurimile matematice” ale sale si nu ii putem stabili ,,locul matematic™*.

32 Wittgenstein, Remarks on the Foundations of Mathematics (RFM), editori G.H. Wright,
R. Rhees, G.E.M. Anscombe, trad. G.E.M. Anscombe, Basil Blackwelll, Oxford, 1998, p. 11, 1.
33
RFM, 11, 1.
3 Cf. REM, 11, 3.
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Intuitia ne spune ca avem de comparat diferite ,,metode de calcul” care nu au
acces la o forma generala (caci ar trebui sa comparam astfel de forme generale si sa
le privim ca diferente, ceea ce ar fi un nonsens):

,Deci eu compar metode de calcul, dar exista diferite tipuri de comparatii.
Dar intr-un anumit sens, trebuie si compar rezultatele diferitelor metode. Si aici
totul se complica, pentru cé intr-un sens, ele nu au toate un rezultat sau, ceea ce
trebuie sd consideram ca rezultat in fiecare caz, nu este clar de la Inceput. Vreau sa
spun ca aici ne este datd orice latitudine pentru a modifica si a rastdlmaci
semnificatiile.”*

Sau, la fel de elocvent:

»3a spunem — nu: «metoda da rezultatuly, ci, mai debraba: «ea ne da o serie
infinitd de rezultate». Cum sa fac pentru a compara seriile infinite de rezultate?
Da, atunci existd o gramada de lucruri pe care pot sa le numesc astfel. Aici revenim
mereu la: priveste un pic mai mult in jurul tau! *>°.

Wittgenstein considerd cd demonstratia lui Cantor este ca rezultatul unui
calcul exprimat intr-un limbaj verbal; calculul e socotit ca fiind ,,instrumentul cel
mai rafinat pentru determinarea semnificatiei”*’. Dar, dacd un calcul arati cel mai
bine semnificatia unui rezultat, clarificd si da sensul exprimarii verbale care 1l
insoteste, in cazul demonstratiei lui Cantor, lucrurile se petrec invers. Expresiile
verbale ,,proiecteaza o aparenta de generalitate” asupra calculului. Ceea ce se spune
ca este o forma generald a seriei de numere zecimale, nu este si exprimat formal,
ci e doar declarat; e o ambiguitate care permite o dezvoltare a unui rationament cu
aparentd de rigurozitate; dar rigurozitatea se bazeazd in fond pe un artificiu
discutabil:

» 1€ voi invata o metoda care iti va permite intr-o desfasurare, sa eviti toate
aceste dezvoltari in serie. Aceasta metoda este metoda diagonalei a lui Cantor. —
Deci ea produce o serie diferita de toate celelalte. Este asta exact?””®

,»Nici «gramatical», conceptul de nenumarabilitate nu se justifica. Daca ar fi
operational un asemenea concept in demonstratia diagonala, atunci el ar trebui sa
se aplice si numerelor unei serii rationale, dar si, de pilda, seriei imbogdtite cu
numarul diagonal. Adica, si intr-o serie de numere numarabile, si uneia cu numere
nenumarabile. Asadar, indiferent de numerele care intrd sub incidenta acestui
concept (de nenumarabilitate, sn.) pe care le-ai aranjat intr-o serie, numarul
diagonal al acestei serii cade de asemenea sub acelasi concept™.”’

Si asta se Tmpotriveste cursului demonstratiei diagonale, cdci numarul
diagonal, ca nenumarabil, a fost pus 1n evidenta prin opozitie cu o serie de numere
care puteau fi numarabile.

3 RFM, 11, 4.
3 RFM, 11, 5,6.
STRFM, 11, 7.
B RFEM, 11, 8.
¥ RFM, 11, 10.
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»-..NU are sens sa vorbim despre «o serie a futuror numerelor reale» pentru ca
numim de asemenea «numir real» numirul diagonal al seriei”*. De aceea aici
apare un paradox gramatical.

Wittgenstein se opune de fapt acelei intuitii prin care se pot concepe serii
nesfarsite (cu sau fara reguli).

Fiindcd ne aducem aminte cum se deruleazd aceste intuitii de tip
extensionalist (criticate de Wittgenstein) in PR. Daca am presupune cd avem toate
numerele irationale re-prezentate prin legi, Inca altele pot fi date prin taieturi (care
nu sunt acolo); avem 1n vedere ca acest toate e limitat la un aspect perceptibil sau
intuibil; oricat de ,,departe” ag merge cu extensia unei fractii zecimale, se va gasi
mereu o fractie rationald corespondentd. De la asemenea cadre se pleacd in
demonstratia lui Cantor. Astfel, ,,nu putem deci sa spunem ca fractiile zecimale
infinite, progresand dupa o lege, sd fie incd avide de a fi completate de un
ansamblu infinit de fractii zecimale infinite si neordonate care «nu pot fi scrise»
daca ne-am limita la fractiile produse conform unei legi.

Unde gasim o asemenea fractie infinita produsa fara conformitatea unei legi?
Si cum am putea sa-i observim absenta? (Cum constat absenta unei legi?, n.n.)
Unde e vidul peste care ar trebui sa tragem un pod? Daca, de la inceput, numai
legile duc pana la infinit, intrebarea de a sti daca totalitarea legilor epuizeaza
totalitatea fractiilor zecimale infinite, nu ar avea sens deloc.

Modul de a vedea obisnuit este de acest fel: anumite numere reale au o alta
multiplicitate decat numerele rationale; cel putin putem sd incepem prin a scrie cele
doua serii una langa cealalta, si cea a numerelor reale o lasd pe cealaltd undeva in
urma sa si fuge mereu mai departe la infinit.”*'

Dar Witgenstein nu priveste ,,obisnuit”, cici el nu concepe o juxtapunere
decat a unor serii finite, iar ,,a adduga trei puncte la capatul acestui fragment finit
(ca semn ca seria merge la infinit... and so on) nu are nici un sens. Altfel putem sa
comparim o lege cu o lege, dar nu o lege cu nici o lege.”*

And so on nu are o finalitate exprimabild matematic.

S-ar putea spune cd numarul diagonal reuseste sa evite fiecare dezvoltare
zecimala a numerelor anterioare, dar aceasta nu 1l face sa ,,inainteze”, caci celelalte
dezvoltari 1l preced. Wittgenstein e de acord din demonstratia lui Cantor cu un
singur lucru, si anume ca ,,exista infotdeuna o serie despre care nu stim daca ea este
diferita sau nu fatd de seria diagonald. Putem spune: ele se urméresc la infinit, dar
seria originald este Intotdeauna inainte (le precede, n.n.).”43 Sau, in acelasi sens,
»procedeul aratd ceva ce am putea numi intr-un mod foarte vag demonstratia
faptului ca aceastd metodd de calcul nu poate fi Inscrisa intr-o serie. $i numai

sensul lui aceastd rimane vag™*.

Y RFM, 11, 16.
4UPR, XVII, 181
“2PpR, XVII, 181
BRM, 11, 9
“RFM, 11, 14.
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Iata cum se poate reprezentationa® demonstratia lui Cantor, spre deosebire de
situatia surprinsa critic de Wittgenstein: in primul desen, seria de numere reale si
numarul diagonal au ajuns deja la infinit, numarul diagonal e altul (sau/si de alt tip
decit cele ale seriei) (Cantor), in al doilea desen, infinitul se prefigureaza, numarul
diagonal nu este diferit in mod necesar de cele ale seriei:

[
L

Figura 1 A Figura 2

Dupia Christine Redecker™ care, in volumul siu, aloca un spatiu substantial
criticilor lui Wittgenstein asupra demonstratiei lui Cantor, situatia reprezentationata
mai sus apare scrisd ca formalism matematic (aga cum voi arita imediat);

Autoarea problematizeaza dupa sectiuni ideile lui Wittgenstein:

— dacd prin demonstratia diagonald se ajunge efectiv la un numair real
(zecimal-irational) (RFM I1,1-8);

— daca numarul diagonal este diferit de toate numerele seriei zecimale (RFM
11, 9-11);

— daca demonstratia diagonala este efectiv o demonstratie (RFM 11, 12-15);

— daca avem de a face aici cu un concept clar de (ne)numarabilitate (RFM 11,
16-21);

— dacd procedura diagonald demonstreaza cd exista multimi infinite de
cardinalitati diferite (RFM 11, 22).

Conform lui Redecker:

— la prima chestiune, raspunsul este cd metoda diagonalei nu conduce de la
sine la un numar real (si ar putea ramane In seama metodelor constructiviste
dezvoltate ulterior in matematica, asa cum e de pilda demonstratia ci V2 nu este un
numar rational).

— In continuare Redecker cautd sd exprime matematic formal critica lui
Wittgenstein referitor la faptul cd nu putem spune cu sigurantd ca numarul diagonal
este diferit de toate numerele seriei care sunt date ,,inainte” de a fi obtinut numarul
diagonal. Astfel, daca notam cu D, numarul diagonal si cu 1}, al n-lea element al

Cf, RFM, 11, 11.

46 Redecker, Christine, Witigensteins Philosophie der Mathematik: Eine Neubewertung im Ausgang
von der Kritik an Cantors Beweis der Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen, Frankfurt-Hausenstamm:
Ontos Verlag, 2006, (O reevaluare pornind de la o critica a demonstratiei lui Cantor asupra
nenumarabilitatii numerelor reale).
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seriei, atunci e importantd diferenta dintre ,,diferit de fiecare numar din lista”
(Cantor) si ,,diferit fatd de toate numerele din lista” (Wittgenstein).

Astfel, prima situatie este cea cantoriana, transcrisa

Vn EN (D, # V) & Vn €N IE>0 (|Dy, V| >E

iar situatia wittgensteiniana este

Vn €N (D, # V) ©3E>0Vn € N (Do, —Vy| >E;

— la a treia chestiune se ajunge la concluzia ca nu avem de a face cu un
concept clar de (ne)numarabilitate, punandu-se in evidentd paradoxul pe care 1-am
numit mai sus ,,gramatical” sau ,,conceptual” (la RFM, I, 10). De altfel, autoarea
considera ca ,,demonstratia lui Cantor se situeaza intre o demonstratie propriu-zisa,
un paradox, sau o definitie a unui concept”, nefiind nimic din toate acestea: dupa
cum ardta si Wittgenstein, numarul diagonal nu e nici riguros constituit, nici nu
cade sub un concept clar de nenumarabilitate.

Wittgenstein scrie: ,,Eroarea Incepe atunci cand spunem cd numerele
cardinale pot fi aranjate in serie. Ce concept avem pentru aceastd ordine? Avem cu
sigurantd, conceptul unei serii infinite, dar asta ne da mai mult decat o idee vaga,
un ghid pentru constructia unui concept. Conceptul Insusi este dedus (abstras, n.n.)
din aceasta serie si din cateva altele; sau mai bine: expresia caracterizeaza o
anumita analogie de cazuri si putem sa o folosim pentru a determina provizoriu un
domeniu despre care vrem sd vorbim. Dar asta nu inseamnd ca Intrebarea
urmitoare are un sens clar: Putem s ordonam intr-o serie multimea R?”"*

— tot un rezultat negativ primeste si al patrulea aspect pus in evidentd de
Redecker: procedeul diagonal nu demonstreaza ca numerele reale au o cardinalitate
superioara fatd de cele naturale. Am ardtat care sunt motivele lui Wittgenstein sa
refuze tipuri si ierarhii diferite de ,,infinitati”. Nu avem o diferenta intre numerele
cardinale si cele reale decét ca ,,reguli” ale unor ,,jocuri de limbaj matematic” si nu
la nivel ontologic. Dupa cum nu putem sa vorbim de ,,toate numerele cardinale”, la
fel ne este interzis sd concepem ,,toate numerele reale”. Apoi, ne lipseste un criteriu
matematic riguros de a ordona numerele reale pe un schelet de ordonare unu la unu
a numerelor naturale. Dar nici din faptul ca numerele reale nu pot fi ordonate intr-o
serie, nu rezultd cd ar avea o cardinalitate mai mare decat numerele naturale®.

Criticile lui Wittgenstein asupra metodei diagonale a lui Cantor sunt dintre
cele mai pertinente din filosofia wittgensteiniana a matematicii. Plecand de la ele,
s-au dezvoltat metodele constructiviste de obtinere a unor numere (cum e cazul lui
V2 ), adica cele care efectiv construiesc ,,irationalitatea” numericd, si nu numai o
invoca. Wittgenstein este impotriva demonstratiilor ,,usoare”, pe baza cirora se
demonstreaza lucruri ,,grele”. Se afld in acestea ceva ,,ingeldtor”, cum se exprima
filosoful.

Y RFM 11, 16.

48 Redecker invoca paradoxul lui Richard, conform caruia numarabilitatea nu ¢ un criteriu al
marimii unei multimi si inlocuieste conceptul de ,,numadrabilitate” cu acela de ,,ordonabil intr-o
8-serie”: o serie de numere cardinale avand proprietatea cd numarul sdu diagonal este un numar real.

44



Lui Wittgenstein nu 1i ramane decat sid constate cd anumite obisnuinte
(precum demonstratia prin metoda diagonalei) se inraddacineaza in practica
matematicienilor; el le numeste ,maladii” (RFM, II, 23), dar pentru asemenca
lucruri, criticile din RFM sunt poate cel mai bun ,,medicament”: ,,Daca am spune:
«Meditatia asupra procedeului diagonalei ne aratd ca conceptul de numar real are
mult mai mica legaturda cu conceptul de numar cardinal decat suntem tentati sa
gandim, din pricina unei analogii nseldtoarey, asta ar avea un sens veridic si onest.
Dar in realitate se produce tocmai contrariul: in «masura» 1n care se compard
«multimea» numerelor reale cu cea a numerelor cardinale, asa-zicand dupd marimea
lor. Diferenta de natura dintre cele doud este expusa ca diferenta intre extensiuni,
prin smecheria unei expresii eronate. Cred si sper ca generatia viitoare sa rada de o
asemenea jonglerie.”*

PR, 11, 22.
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