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The Paradoxes of Logic and the Principle of nocontradiction. This paper
aims to present the significance function and the proper features that non-contradiction,
in general and the principle of non-contradiction, in particular display within the
contemporary logics’ effort to solve logical mathematical paradoxes. Discovering this
kind of paradoxes built up logics as a mathematical science and established the logical
fundaments of mathematics. In dealing with those paradoxes, the three different aproaches
disscused by this paper, logicism, formalism and intuitionism focused on the problem
of non-contradiction. The proposed solutions changed the view upon traditional logics
and also influenced every major direction in contemporary logics.
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Dezvoltarea logicii in directia constituirii ca stiintd matematica si fundamentarii
logice a matematicii readuce in centrul preocuparilor logicienilor moderni problema
non-contradictiei, odatd cu descoperirea agsa numitelor antinomii sau, in planul
logicii formale, paradoxuri logico-matematice. Aparute 1n istoria gandirii, unele
inca din Antichitate, paradoxurile pot fi definite in sens modern drept contradictii
logice demonstrate (deduse conform legilor logicii date), sau, in termenii sistemelor
deductive, ca teoreme contradictorii. In epoca moderna, antinomiile logice au fost
analizate din perspectiva filosofica (Kant, Hegel) pentru ca mai apoi, acestea sa fie
descoperite in mod neasteptat in chiar interiorul constructiilor matematice, devenind
dintr-o problema filosofica o problema logico-matematica.

Apérute initial In domeniul teoriei multimilor, paradoxele logico-matematice
scot la lumina caracterul primordial al problemei non-contradictiei in cadrul
oricdrui sistem formal. O prima contradictie logica In acest sens este semnalatd, in
anul 1857, de catre matematicianul italian Burali-Forti, intr-un articol intitulat Una
questione sui numeri transfiniti, publicat in revista ,,Rendiconti del circolo matematico
di Palermo”. Mai precis, Burali-Forti aratd cd notiunea de ordinal al tuturor
ordinalelor din cadrul teoriei cantoriene a multimilor abstracte duce la contradictie.
Expusa de catre matematicianul italian utilizand formalismul lui Peano si al scolii
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italiene, antinomia vizeaza trei aspecte demonstrate in teoria multimilor: 1) orice
serie de numere ordinale defineste un numar ordinal; 2) acest numar ordinal este cu
o unitate mai mare decat cel mai mare numadr ordinal al seriei considerate; 3) seria
numerelor ordinale (in ordinea marimii lor) este bine ordonatd. Luind in considerare
seria tuturor numerelor ordinale, aceasta defineste un numar ordinal, notat cu Q,
care este cel mai mare dintre toate numerele. Seria numerelor ordinale ar contine,
in acest caz, pe (), cel mai mare numar ordinal, iar numarul ordinal de aceasta serie
nu este Q, ci Q + 1, ajungandu-se astfel la contradictie: dacd numarul ordinal este
definit de seria tuturor ordinalelor, atunci nu Q este numarul ordinal definit de seria
tuturor ordinalelor, ci Q + 1, astfel, cel mai mare numar ordinal nu este cel mai mare'.

Un paradox analog este descoperit si de catre G. Cantor in 1899, in cadrul
teoriei numerelor cardinale transfinite, fiind insa publicat mult mai tarziu, in 1926,
de citre Ernst Zermelo®. Considerand multimea tuturor multimilor (M), si Nc
numirul sdu cardinal: Nc este cel mai mare numar cardinal posibil. Insa, conform
unei teoreme din cadrul teoriei multimilor: numarul cardinal al tuturor sub-
multimilor lui M este mai mare decat numarul cardinal Nc al multimii M, ceea ce
duce la contradictie: pe de o parte, numarul cardinal Nc al multimii M a tuturor
multimilor tuturor submultimilor este cel mai mare numar posibil, insé, pe de alta
parte, acesta nu este cel mai mare numar posibil, intrucat numarul cardinal al
multimii tuturor submultimilor lui M este mai mare ca Nc’.

Construit in forma matematica, paradoxul lui Cantor poate fi expus prin
analizd semantica si sub forma logica. Pornind de la evidentierea implicatiilor
termenului ,,toti” (tuturor) din expresia multimea tuturor multimilor (O), Gh. Enescu
aratd ca din sensul obignuit al termenului ,toti” se pot deduce urmatoarele:
a) O contine in sine orice multime existentd si posibild; b) O nu este continut in
nicio multime; c¢) ceva sau este continut in O, sau nu este multime. Expresia
multimea tuturor multimilor este contradictorie, cdci din c¢) rezultd ca ,a fi
multime” este echivalent cu ,,a fi parte a lui O, ceea ce intrd in contradictie cu
afirmatia ca existd cel putin o multime, O, care nu se contine in nicio multime.
Astfel, permitdnd formarea in limitele ei a conceptului O, teoria multimilor abstracte
este contradictorie®.

Un alt paradox din categoria paradoxurilor teoriei multimilor a fost
descoperit de Bertrand Russell in 1903°. Asemandtor cu cel al lui Cantor, dar cu o
structurd logica mai simpla, paradoxul lui Russell pleaca de la constatarea ca orice

' A. Dumitriu, Istoria logicii, vol. 4, Bucuresti, Editura Tehnica, 1998, p. 138.

2 G. Cantor, Gesammelte Abhandlungen: Mathematischen und Philosophischen Inhalts, editor
E. Zermelo, Berlin, Springer, 1932.

* A. Dumitriu, Solutia paradoxelor logico-matematice, Bucuresti, Editura Stiintifica, 1966, p. 39.

* Gh. Enescu, op. cit., p. 123.

3 B. Russell, The Principles Of Mathematics, Cambridge, University Press, 1903.
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multime se poate contine sau nu se poate contine pe sine ca element. Din prima
categorie face parte, de exemplu, ,,multimea tuturor multimilor abstracte”, care
fiind ea Tnsési o notiune abstracta, se contine pe sine ca element. La fel, ,,multimea
tuturor notiunilor determinate” se contine pe sine ca element, fiind ea Insési o
notiune determinata. In schimb, ,,multimea notiunilor concrete”, de exemplu, nu
este o notiune concretd, si, ca atare, nu se contine pe sine ca element.

Incercarea de a determina daca multimea tuturor multimilor care nu se contin
se contine sau nu se contine pe sine devine insd problematicd si, indiferent de
presupozitie, sfarseste in contradictie. Astfel, dacd se presupune cé aceastd multime
se contine pe sine, intrucat ea contine numai clase care nu se contin, ea nu se
contine pe sine. Invers, dacd multimea nu se contine ca element, atunci, deoarece
ea contine toate clasele care nu se contin, aceasta se contine ca element.

Pentru a evita paradoxul la care se ajunge indiferent de presupozitie, si care
ar deriva de fapt din presupunerea cd o colectie de obiecte poate sd contind membri
care nu pot fi definiti decat cu ajutorul colectiei luata ca intreg, Russell introduce o
reguld pe care o numeste principiul cercului vicios. Potrivit acestui principiu,
niciun membru al unei colectii nu poate fi definit prin colectia la constituirea céreia
el a servit ca membru. In acest sens, ,,clasa tuturor claselor care nu se contin nu
este posibild, fiindcd ar defini un nou membru cu ajutorul clasei din care face
parte”. In acest principiu al cercului vicios, Russell intrevede posibilitatea evitarii
paradoxelor logico-matematice si a dezvoltarii In continuare a constructiei
sistemului formal din Principia Mathematica. Russell este, de altfel, cel care
dezvolta prima incercare sistematica de solutionare a antinomiilor logico-matematice.
Traducerea principiului in logica matematicad il conduce pe Russell la disocierea
obiectelor logice in tipuri, iar ierarhia acestora va fi o ierarhie de tipuri logice.
Teoria tipurilor logice a fost prezentatd de catre Russell intr-un articol din anul
1908 cu titlul Mathematical Logic as base on the Theory of Types, in ,,American
Journal of Mathematics” (vol. 30, no. 3, jul., 1908) si reluata ulterior, inclusiv in
capitolul II al introducerii la prima editie din Principia Mathematica.

In sens larg, acesta impune acceptarea unei ierarhii de entitati pe care Russell
o realizeaza cu ajutorul notiunilor de tip si ordin. Tipul este definit ca un domeniu
de semnificatie, acea colectie a argumentelor pentru care o functie propozitionald
datd admite valori; printre argumentele unei functii unele se definesc in dependenta
de functia respectiva. Pentru a evita cercul vicios si, implicit, paradoxele generate
de acesta, este introdusd o ierarhizare a functiilor in conformitate cu tipul
argumentelor. Argumentele functiei nu pot lua valori de un tip egal sau mai mare
decat al functiei. Pentru o functie propozitionald ®x, unde ® este de tipul n, pentru
a nu obtine o expresie fara sens, care nu este nici adevaratd, nici falsa, argumentul
nu poate lua decat valori de tipul n — 1. lerarhia obtinuta, utilizdnd ideea de tip, va
arata astfel: 1) tipul 0 — indivizii; 2) tipul 1 — functii de indivizi; 3) tipul 2 — functii
de functii de indivizi; s.a.m.d.

¢ A. Dumitriu, Teoria logicii, Bucuresti, Editura Academiei R.S.R., 1973, p. 38.
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lerarhia tipurilor este introdusa pentru a evita utilizarea abuziva al lui ,,toti”
(all) care, pe parcursul studiului amintit, este analizat comparativ si in distinctie
fata de ,,orice” (any), in scopul delimitarii domeniului utilizarii legitime a Iui ,,toti”.
Din aceasta analiza rezultd o limitare a functiilor la domeniul lor de semnificatie
(totalitatea valorilor pentru care functia este adevarata sau falsd), concluzionand ca:
,Orice propozitie care contine fofi (all) aserteaza cé o functie propozitionala este
totdeauna adevérata si aceasta inseamna ca toate valorile functiei sunt adevarate nu
ca functia este adevdrata pentru toate argumentele, deoarece existd argumente
pentru care o functie data este fard sens, adica nu are valoare. Deci se poate vorbi
de toti (all) al unei colectii atunci cand aceasta formeaza parte a Intregului domeniu
de semnificatie al unei functii propozitionale, domeniul de semnificatie fiind definit
drept colectia argumentelor pentru care functia respectiva este semnificanta, adica

7
are valoare”’.

Frank P. Ramsey a introdus distinctia intre doud tipuri de antinomii®:
antinomii logice, care se refera la grupul paradoxelor care contin notiuni logice sau
matematice (clasd, numar...) si in care sunt incluse paradoxele lui Burali-Forti,
Cantor, Russell etc. si antinomii epistemologice, grupul paradoxelor care nu contin
notiuni logice (gandire, limbaj, simbolism utilizat), cum sunt paradoxul mincinosului,
paradoxul lui Richard sau Grelling-Nelson s.a. Antinomiile din cel de-al doilea
grup au mai fost numite si antinomii /ingvistice, semantice sau sintactice.

In sensul clasificarii lui Ramsey, ierarhia tipurilor ar fi destinati rezolvarii
antinomiilor logico-matematice, in timp ce ierarhia ordinelor ar viza asa numitele
antinomii epistemologice. In plus, asa cum remarcd Gh. Enescu, diferenta dintre tip
si ordin nu este suficient de clar definita, tipurile se refera la domeniul valorilor, n
timp ce ordinele se referd la propozitii §i functii propozitionale, reprezentand o
diferentiere in cadrul tipului’.

Pentru simplificarea ierarhizarii are loc un fel de uniformizare a ideii de
propozitie cu cea de functie, pe considerentul cd o ierarhie a functiilor ar fi mai
convenabild decat una a propozitiilor si functii de diferite ordine pot fi obtinute
prin metoda substitutiei din propozitiile de diferite ordine corespunzitoare.

Variabilele aparente si variabilele reale sunt definite printre ideile primitive
ale sistemului logicii simbolice:

(4) The truth of any value of a propositional function; i. e., of gx where x is not
specified; (5) The truth of all values of a propositional function. This is denoted by

" B. Russell, Mathematical Logic as Base on the Theory of Types, in ,,American Journal of
Mathematics”, vol. 30, no. 3, jul., 1908, p. 236.

8 F.P. Ramsey, The foundations of mathematics, in ,,Proceedings of the London Mathematical
Society” (Series 2), 1926, 25, pp. 338-384.

® Gh. Enescu, Teoria sistemelor logice. Metalogica, Bucuresti, Editura Stiintifica si Enciclopedica,
1976, p. 162.
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(x).px or (x):px or whatever larger number of dots may be necessary to bracket off the
proposition. In (x).px, x is called an apparent variable, whereas when ¢x is asserted,
where x is not specified, x is called a real variable'’.

Aceasta trecere are loc prin intermediul notiunii de matrice, forma obtinuta
prin Inlocuirea intr-o propozitie a variabilelor aparente (corespunzétoare expresiei
»pentru orice x”) sau a termenilor constanti cu variabile reale (cand x nu este
specificat, intelegdndu-se ca x este oarecare) §i care va reprezenta atat matricea
propozitiei originare, cat si a oricarei functii sau propozitii care se poate obtine din
ea prin transformarea variabilelor reale in variabile aparente.

La randul sau, A. Dumitriu considera ca impartirea functiilor in ordine este
determinata de scopul urmarit de Russell si Whitehead in Principia Mathematica,
de stabilirea unui aparat logico-matematic care sa faca posibila exprimarea in mod
logic a intregii matematici. In aceasta ierarhie, o functie de ordinul intai este o
functie al carei argument contine ca variabile, fie aparente, fie variabile reale,
numai indivizi. O functie de ordinul (z + 1) este functia care contine cel putin un
argument sau o variabild aparenta de ordinul 7 §i nu contine niciun argument sau
variabila aparentd care sd nu fie un individ sau o functie de ordinul intai, sau ... de
ordinul n ',

A function whose argument is an individual and whose value is always a first-order
proposition will be called a first-order function. A function involving a first-order
function or proposition as apparent variable will be called a second-order function, and
so on. A function of one variable which is of the order next above that of its argument
will be called a predicative function; the same name will be given to a function of
several variables if there is one among these variables in respect of which the function
becomes predicative when values are assigned to all the other variables. Then the type
of a function is determined by the type of its values and the number and type of its
arguments 12

Referindu-se, 1n cadrul tipului, la propozitii si functii propozitionale, ordinele
se diferentiazd la randul lor In predicative si nepredicative. O functie este
predicativa daca are mai multe argumente si cel mai inalt ordin care apare printre
argumentele functiei este n, atunci daca ea este de ordinul » + 1, adica cel mai jos
ordin compatibil cu acela pe care il au argumentele sale'”. O functie nepredicativi
de ordinul z se obtine dintr-o functie predicativa de ordinul » prin transformarea
unora dintre argumentele de ordinul z — 1 in variabile aparente'*.

O functie care nu contine nicio variabild aparenta este o functie predicativa.
In fine, o functie cu un argument sau doud este echivalentd formal cu o functie

10B. Russell, op. cit., p. 244.

' A. Dumitriu, A. Dumitriu, Teoria logicii..., p. 40.
12B. Russell, op. cit., p. 239.

" Ibidem, p. 244.

4 Gh. Enescu, Teoria sistemelor logice..., p. 166.
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predicativa cu acelasi argument sau argumente. Functiile predicative sunt functii
care au mai multe argumente, unde » este cel mai inalt ordin care apare printre
argumentele functiei.

Ierarhia tipurilor duce la eliminarea unor propozitii care utilizeazd termeni
nepredicativi, fundamentale pentru matematici, si fara a fi problematice sau
paradoxale din punct de vedere logic. Recuperarea acestora este posibild dupa Russell
cu ajutorul axiomei reductibilitatii, prin care este asumata presupunerea ca pentru
fiecare functie propozitionala existd o functie predicativa care este satisfacutd de
toate argumentele de aceeasi natura si numai de cétre acestea. Cu ajutorul axiomei
reductibilitdtii, utilizand echivalenta formala, reintroduce aceste propozitii prin
altele, echivalente cu ele, dar predicative: pentru orice functie datd de ordinul »
existd o functie predicativa formal echivalenta cu ea.

We shall assume similarly that every function of two variables is equivalent, for all its
values, to a predicative function of those variables, where a predicative function of two
variables is one such that there is one of the variables in respect of which the function
becomes predicative (in our previous sense) when a value is assigned to the other
variable. This assumption is what seems to be meant by saying that any statement about
two variables defines a relation between them. We will call this assumption the axiom
of relations or the axiom of reducibility."

In ansamblul ei, teoria tipurilor este bazati in principal pe ierarhizarea
abstractiilor (stabilirea pentru fiecare obiect abstract a unui tip céruia acesta ii
apartine) si pe respectarea ierarhiei stabilite, respectiv a ierarhiei tipurilor, prin
introducerea unei reguli fundamentale conform careia unui obiect de tipul 7 i se pot
aplica numai obiecte de tipul n + k (k > 1) si poate fi aplicat numai obiectelor de
tipul # — r (r £ 1). Modul de ierarhizare a diferitelor tipuri (clase, predicate, relatii
s.a.) prezintd, asa cum arati si Gh. Enescu'®, o corespondenta intre ierarhiile
diferitelor entitatii, redatd in tabelul de mai jos dupa cum este redatd schematic de
logicianul romén:

Tip Clase Predicate Relatii Functii Simboluri
0 indivizi indivizi indivizi indivizi a,bc,...x,y,z
1 clase de indivizi predicate relatii functii
de indivizi intre indivizi | de indivizi P> Voo
clase de clase predicate de relatii functii
2 e predicate de de relatii de functii £, h, ...
de indivizi L. N T et -
indivizi intre indivizi de indivizi

Constructia teoriei tipurilor a avut ca scop imediat solutionarea paradoxelor,
iar modul in care acest scop poate fi atins urmareste eliminarea circularitatii —

15 Ibidem, p. 243.

'S Gh. Enescu, op. cit., p. 171.
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cauza necesara a aparitiei acestora. Astfel, impunerea unor reguli prin care sa se
evite posibilitatea obtinerii unor multimi circulare sau entitdti supuse cercului
vicios ar fi suficientd pentru a nu se ajunge la paradoxuri. Prin ierarhizarea diferitelor
tipuri (clase, predicate, relatii, functii), teoria lui Russell reglementeazd modul de
formare a expresiilor, impiedicand astfel aparitia notiunilor paradoxale, a expresiilor
fara sens, nici adevarate nici false.

Teoria tipurilor a fost elaboratd in doud forme. Prima dintre acestea, teoria
simpla a tipurilor, este destinatd rezolvarii paradoxurilor logice. Introducerea in
cadrul fiecarui tip diferit de zero a ierarhiei ordinelor corespunde teoriei ramificate
a tipurilor, care vizeaza paradoxurile epistemologice (sau semantice) din clasificarea
lui F.P. Ramsey. Referitor la teoria tipurilor, Ramsey considerd ca, odatd cu
adoptarea axiomei reductibilitatii, pentru a elimina paradoxurile logico-matematice
este suficienta teoria simpla a tipurilor. Conform distinctiei lui Ramsey, antinomiile
semantice nu pot apdrea in niciun sistem logic sau matematic. Astfel ca teoria
ramificata a tipurilor nu ar fi strict necesara scopului principal urmarit in Principia
Mathematica, ierarhia ordinelor excluzand paradoxurile de al doilea tip, legate de
notiuni semantice sau lingvistice cu care se opereaza Intr-un domeniu extins fata de
domeniul strict al matematicilor'’. Antinomiile logice ar putea fi evitate prin teoria
simpla a tipurilor, astfel ca teoria ramificata a tipurilor $i axioma de reductibilitate
devin inutile. in urma criticilor lui Ramsey si Wittgenstein, Russell a renuntat la ele
in editia a doua din Principia Mathematica (vol. 1, 1925), sugerand 1n plus extinderea
teoriei tipurilor la o teorie a nivelurilor de limbaj'®. Cercetari in domeniul teoriei
limbajelor si metalimbajelor logice au fost intreprinse de F. Ramsey, R. Carnap si
A. Tarski.

Russell insusi considera ca antinomiile teoriei multimilor ar avea o naturad
logica si nu una matematica. A. Dumitriu noteaza ci: ,,Importanta acestor paradoxe
construite de Russell constd mai ales in faptul cd ele arata cd natura acestor
contradictii este pur logicd si cd ele nu apar ca urmari ale citorva notiuni
matematice mai complexe sau mai putin precise — cum ar fi notiunea de multime —,
ci In cadrul logicii obisnuite, utilizand notiunea logica de predicat sau aceea de
clasi — extensiunea unui predicat — care corespunde notiunii de multime”".
Formalizand logica, Russell a creat un instrument de precizie si rigoare matematica
si a crezut ca poate realiza programul logicist al lui Frege, de a funda matematicile
pe logica si pe notiunea logicd de clasa (multime). Cu toate perfectionarile aduse
ulterior, logica matematica, ca si teoria multimilor, nu a putut evita aparitia
paradoxelor decét prin introducerea unor conventii’.

7 W. Kneale, M. Kneale, Dezvoltarea logicii, Cluj-Napoca, Editura Dacia, 1975, p. 300.

'8 A. Dumitriu, Solufia paradoxelor logico-matematice, Bucuresti, Editura Stiintifica, 1966, p. 63.
** Ibidem, p. 41.

2 A. Dumitriu, Teoria logicii ..., p. 37
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Un paradox semantic in teoria multimilor si a limbajului natural este
paradoxul lui Richard, descris pentru prima datd de catre matematicianul francez
Jules Richard in 1905 intr-o scrisoare catre directorul ,,Revue Générale des Sciences
Pures et Appliquées”. Aceasta a fost publicatd sub forma unui scurt articol, in care
autorul intentioneaza sd arate cd nu este necesar sd se ajungd pana la teoria
numerelor ordinale pentru a descoperi contradictii’'. Dupa cum noteazi Gh. Enescu,
incercdrilor unor matematicieni care si-au propus rezolvarea dificultatilor aparute
in teoria multimilor prin inldturarea multimilor transfinite prin introducerea
definitiilor constituite cu un numir finit de cuvinte.

Paradoxul este expus cu referire la o limba naturald determinata (limba franceza
in expunerea originald), ludndu-se in considerare toate numerele reale in forma
zecimala care pot fi definite cu ajutorul unui numar finit de cuvinte ale acestei
limbi. Aceste numere alcdtuiesc o multime E, infinita, ordonabild si enumerabila,
avand ca elemente pe: a;, a, ...; (E): a;, a, ...

Se defineste un numar real N care nu apartine lui £ prin faptul ca a n-a
zecimald a lui N este cu 1 mai mare decat a,, exceptand situatia In care acesta este
8 sau 9, in care a n-a zecimald a lui N este 1. De vreme ce N difera prin a n-a
zecimald de a, pentru fiecare N, atunci N nu apartine multimii £, ceea ce este
contradictoriu deoarece N este definit printr-un numar finit de cuvinte §i, ca atare,
apartine lui £. In mod paradoxal, Richard avea si arate in aceeasi scrisoare in care
expusese constructia paradoxului ca, de fapt, este vorba de o contradictie aparenta.
Astazi, paradoxul este utilizat in mod frecvent pentru a evidentia importanta
distinctiei intre matematica si metamatematici.

Variante ale aceluiasi paradox sunt paradoxul [ui Berry si paradoxul
publicat, un paradox semantic asemanator este atribuit lui George Gotfery Berry,
bibliotecar la Oxford. Acesta a fost publicat in forma originala de citre Russell™,
reprezentdnd o varianta simplificatd a paradoxului lui Richard. Contradictia apare
in acest caz referitor la cel mai mic ordinal care nu poate fi definit Intr-un numar
finit de cuvinte, dar care este de fapt definit intr-un numar finit de cuvinte.

Descoperit de citre Ernst Zermelo in anul 1904**, paradoxul Zermelo-
Konig® se refera la teorema multimilor bine ordonate, care ii poartd si numele, din

21'J. Richard, Les Principes des Mathématiques et le Probléme des Ensembles, in ,Revue
Générale des Sciences Pures et Appliquées”, anul 16, nr. 12, Paris, Libraire Armand Colin, 1905, p. 12.

22 Gh. Enescu, Paradoxurile logicii matematice..., p. 127.

2 B. Russell, op. cit., p. 223.

E. Zermelo, Beweis, daf jede Menge wohlgeordnet werden kann, ,Mathematische
Annalen”, Bd. 59 (4), 1904, pp 514-516.

% Acelasi rationament a fost expus la vremea respectiva si de citre matematicianul Julius
Konig in cadrul Congresului International de Matematica de la Heidelberg; J. Konig, (1904), Zum
Kontinuum-Problem, in Adolf Krazer, Verhandlungen des dritten Internationalen Mathematiker-
Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904, pp. 144—147, republicat ca J. Konig, (1905),
Zum Kontinuum-Problem, In ,,Mathematische Annalen”, 60 (2), pp. 177-180.
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cadrul teoriei multimilor. Teorema enuntd ca pentru orice multime A, existd o
relatie de ordine ,,<”, astfel incat (A,<) este multime bine ordonatd. Fiind date
multimea numerelor reale R care pot fi exprimate printr-un numar de cuvinte finit
si determinat si R’ multimea tuturor celorlalte numere reale, orice numar real dat
apartine sau multimii exclusiv sau multimii R sau multimii R’. Conform teoremei
lui Zermelo, multimea numerelor reale este bine ordonatd. Contradictia apare in
legaturd cu p, primul element al multimii R’, bine ordonatda, care, pe de o parte,
apartine multimii R’, dar fiind definit cu un numar de cuvinte finit, p apartine
multimii R*.

Un alt paradox a fost pus in discutie in anul 1908 de catre Kurt Grelling si
Leonard Nelson?”. Cu toate ci este analog si derivat din paradoxul lui Russell, in
acest caz este vorba de un paradox semantic, construit pe baza impartirii cuvintelor
care desemneaza insusiri in doud clase: cuvintele care au insusirea pe care o
desemneaza, numite aufologice si notate prescurtat cu Aut si cuvintele care nu au
insusirea pe care o desemneaza, numite heferologice si notate cu Het. Problema
care se pune si este in legatura cu cuvantul ,,heterologic”, care, in acest sens, duce
la contradictie. Mai precis, dacd se presupune ca Het este autologic, atunci prin
chiar definitia sa, nu poate desemna cuvinte autologice, deci va fi heterologic.
Daca, dimpotriva, Het este considerat ca fiind heterologic, atunci, corespunde
definitiei sale si, ca atare, se autodesemneaza, ceea ce ar insemna cé apartine clasei
cuvintelor autologice, ar fi autologic.

In manierd simbolica, paradoxul lui Grelling poate fi redat astfel®™: «C»
desemneaza un cuvant oarecare, iar C este proprictatea pe care el o exprima.
Definitia predicatului Aeterologic = Het va fi: Het «C» = ps~ C («C» (1).
Avand 1n considerare valabilitatea definitiei (1) pentru oricare cuvant C se obtine
echivalenta generala (pentru oricare «C»): («C») - Het («C») = ~ C («C») (2)
Paradoxul apare pentru valoarea particulard a lui («C») = Het, respectiv: Het
(«Het») =~ Het («Het»)

Thoralf Skolem pune in discutie in anul 1923 un paradox cu ajutorul ciruia
urmareste sa argumenteze relativitatea aparatului conceptual al teoriei multimilor.
Acesta pleaca de la presupunerea elaborarii unei axiomatizari consistente a teoriei
multimilor, axiomatizare care, conform teoremei lui Lowenstein-Skolem-Godel,
admite un model numadrabil (M). Axiomatizarea admisad ar trebui sd conduci la
demonstrarea unei multimi infinite z, astfel cd modelul M trebuie sd contind un
element z si o serie infinitd numarabila de elemente: e, €z, e,€2, &3€2, ... €€z, ...

26 A. Dumitriu, Solutia paradoxelor logico-matematice ... , p. 45.

2TK. Grelling & L. Nelson. Bemerkungen zu den Paradoxien von Russell und Burali-Forti,
in Abhandlungen der Fries schen Schule 2, no. 3, 1908, pp. 301-33.

28 A. Dumitriu, op. cit., p. 47.
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Aceeasi axiomatizare, pe de altd parte, va trebui sa permitd demonstrarea
multimii Uz tuturor submultimilor lui z: M trebuie s& contina un element y, avand
aceeagi proprietate ca si elementele lui M, respectiv, fi, f;, f5 ... care apartin lui y:
fiez, ez, f3ez, ... fyez, ... corespunzand diferitelor submultimi ale Iui z. Supozitia
initiala, cd M este numarabil, este contrazisa, intrucit z este o multime infinita
numarabild, iar multimea acestor submultimi trebuie sd aiba puterea continuului.
Elementele f}, f,, f5 ... ale lui M constituie o multime avand puterea continuului.

Un paradox ale carui consecinte se vor rasfrange ca amploare asupra
intregului domeniu al sistemelor logicii formale i se datoreaza lui Kurt Godel
(1931). In demersul sau, Godel urmareste sa arate ci idealul matematicienilor de a
exprima formal si complet matematicile nu poate fi atins. Orice sistem formal lipsit
de contradictie, de genul sistemului propus de Russell si Whitehead in Principia
Mathematica, contine propozitii nedecidabile si, ca atare, se dovedeste a fi, in mod
necesar, incomplet. Un astfel de sistem nu ar putea include Intreaga aritmetica,
unele teoreme de aritmeticd raméanind 1n afara sistemului, iar sistemul formal
adoptat va contine enunturi matematice adevarate, dar nedemonstrabile. Printre
propozitiile nedecidabile ale oricarui sistem formalizat al aritmeticii, adica acele
propozitii care nu pot fi nici demonstrate si nici infirmate pe baza regulilor de
deductie din cadrul sistemului, se numara si enuntul ca sistemul formal considerat
este lipsit de contradictie, iar problema non-contradictiei acelui sistem nu poate fi
decisa 1n cadrul sistemului, ci in afara acestuia.

In legitura cu demonstratiile de inconsistenta, David Hilbert este cel care a
introdus prin ideea de metamatematicd, matematica de gradul al doilea. In cadrul
metamatematicii, spre deosebire de enunturile unui sistem formal care au un
caracter pur sintactic, enunturile metamatematice au ca obiect natura relatiilor
dintre simbolurile, axiomele, teoremele si regulile de deductie ale respectivului sistem
formal. La acest nivel, la care preocuparea principald este non-contradictia
sistemului considerat, prin metoda modelelor a interpretarii unui sistem formal,
s-au obtinut In unele cazuri rezultate privind o demonstratie de non-contradictie
relativa. Insd, asa cum remarca si S. Marcus, problema principala formulata de
Hilbert era aceea a realizirii de demonstratii de non-contradictie absoluta. in acest
sens, rezultatul paradoxal al demersului lui Goédel, asa numita teorema de incom-
pletitudine, invalida in fapt proiectul lui Hilbert de formalizare necontradictorie si
completi a matematicii, ficand din acesta ,,victima” propriei ideologii formaliste®.

Sintetizand analiza pe care o face paradoxurilor §i a unora dintre procedeele
de rezolvare a acestora, Gh. Enescu noteaza ca aparitia paradoxurilor este generata,
in principal, dar nu numai, de confundarea diferitelor niveluri de abstractie. Alaturi
de aceasta confuzie, conditii suficiente si necesare din punct de vedere logic pentru

2 S. Marcus, Provocarea stiingei, Bucuresti, Editura Politica, 1988, pp- 58-60.
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aparitia paradoxurilor sunt: expresia paradoxald trebuie sa contind o relatie sau un
subiect negativ, iar subiectul expresiei trebuie sa fie un caz individual (o multime
bine determinati, o propozitie individuala, un anumit numar)*’. Una dintre consecintele
demersului necesar de evitare a paradoxurilor in dezvoltarea sistemelor logico-
matematice a fost, dupa acelasi autor, extinderea conceptului de corectitudine prin
introducerea de reguli de formare a expresiilor alituri de regulile de deductie. in
plus, paradoxurile au impus si o cercetare mai atentd a regulilor de substitutie.

Privita in ansamblu, problema paradoxelor logico-matematice relevd o
insuficientd a conceptiilor logice traditionale despre infinit, ordinea logicd a
abstractiilor, multime, precum si despre valoarea si limitele logicii bivalente, care
nu ar fi cel mai adecvat instrument pentru studierea paradoxurilor. De asemenea,
conceptele paradoxale ar trebui considerate ca imposibile si respinse ca atare.

Avand in vedere aceste concluzii generale, Gh. Enescu considera ca
problema solutionarii paradoxurilor se extinde, trimitand catre domeniul mult mai
amplu al constructiei sistemelor stiintifice, in care tintele sunt asigurarea stiintei
impotriva contradictiilor, garantarea adevarului cunoasterii, rolul logicii in cadrul
progresului stiintei, precum si, in particular, perfectionarea mijloacelor ratiunii §i
ale limbajului®’.

Trecand in revista diferitele incercari de a gési solutii problemei paradoxelor
de-a lungul istoriei gandiri, A. Dumitriu imparte aceste solutii in doud mari
categorii: pozitia filosofica, in care sunt incluse solutiile care introduc un principiu
sau axiome strdine de mecanismul logic 1n interiorul caruia s-a produs contradictia,
si pozitia strict logicd, reprezentatd in mod exclusiv de pozitia lui Aristotel din
ultima carte a Organon-ului.

In prima categorie, sunt incluse ca distincte urmatoarele tipuri de solutii:
solutia eleatilor, pozitia ontologica (Heraclit, Hegel), pozitia epistemologica (sofistii,
scepticii §i micii socratici), pozitia lui Kant si pozitia logico-matematica contem-
porana. Fara a detalia aici motivatia specifica pentru care fiecare dintre aceste tipuri
de solutii sunt incluse in cadrul pozitiei filosofice, retinem c@ in cadrul ultimei
categorii, cea logico-matematicd contemporana, argumentul pe baza cirora acestea
sunt grupate este recunoasterea existentei ireductibile a paradoxurilor care apar in
mod inexorabil in orice simbolism logic si in teoriile formalizate din pricina naturii
limitate ale acestora. Solutia logico-matematica, spune Dumitriu, constd in
admiterea uneia sau mai multor axiome suplimentare restrictive, mai mult sau mai
putin conventionale, anexate sistemului logic considerat in care sunt constatate
paradoxurile si cu ajutorul cdruia se incearca evitarea paradoxurilor’”. in ceea ce
priveste caracterul filosofic al acestui tip de solutii, A. Dumitriu nu il argumenteaza
in mod concret, considerdnd ca acesta este recunoscut de cei mai autorizati

3% Gh. Enescu, Paradoxurile logicii matematice..., p. 141.
3 Ibidem.
32 A. Dumitriu, op. cit., pp. 55-56.
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specialisti in domeniu. In acest sens citeazi o remarcd a lui Russell dupi care
logica matematica, ocupandu-se de probleme incé nerezolvate, tine de filosofie.
Este amintit de asemenea si polonezul A. Mostowski>’, care la randul siu reduce
problemele generate de fundamentele matematicii la doua. Prima priveste natura
conceptelor matematice, iar a doua natura demonstratiei matematice si criteriile
specifice care permit distingerea unei demonstratii corecte de una falsd. Natura
filosofica a acestor probleme deriva din imposibilitatea solutionarii lor in limitele
matematicii si aplicind numai metodele matematicii.

Cea de-a doua categorie de solutii ar fi reprezentatd, dupa cum mentionat mai
sus, de pozitia lui Aristotel din ultima carte a Organon-ului. Mai precis,
paradoxurile sunt tratate ca sofisme, iar analiza lor duce in ultima instantd la
descoperirea unei erori de logica, a cérei evidentiere echivaleaza cu solutionarea
respectivului paradox. In sprijinul acestei clasificiri, A. Dumitriu mentioneaza ci,
incepand de la Aristotel, toate tratatele de logicd au mentinut clasificarea si
solutiile acestuia, paralogismele cele mai complicate fiind cele construite pe baza
unui cerc vicios de genul petitio principii sau circulum in probando™.

In enumerarea reprezentantilor acestei categorii, Dumitriu remarci si insista
asupra conceptiei logicienilor scolastici si importantei considerabile pe care acestia
au acordat-o rezolvarii sofismelor si in special a paradoxelor in tratatele numite
Insolubilia. Cu toate ca abordarea logicienilor scolastici vizatd nu a fost unanima,
existand la vremea respectiva si opinii conform carora unele probleme ar fi cu
adevarat insolubile, totusi acestea nu pot fi considerate semnificative, iar caracteristica
predominanta a perspectivei abordarii paradoxelor afirma posibilitatea gasirii unei
solutii strict logice. Denumirea de insolubilia data acestor probleme s-ar fi datorat
de fapt dificultatii rezolvarii si nu imposibilititii de a gasi o solutie, alta decat
evitarea aparitiei lor.

In aceeasi categorie, a pozitiei strict logice asupra problemei paradoxurilor,
sunt inclusi H. Poincaré si J. Richard. Solutia lui Richard la propriul paradox
evidentia ca, in cadrul acestuia, contradictia era numai una aparentd. Referindu-se
la aceasta, H. Poincaré observa ca multimea £, din exemplul ales chiar de Richard,
este multimea tuturor numerelor care pot fi definite printr-un numadr finit de
cuvinte, fara a introduce notiunea de multime E, si, ca atare, neputand defini pe £
prin Insdsi multimea E, definitia Iui £, ar contine un cerc vicios. N-a fost definit cu
un numar finit de cuvinte pe baza notiunii de multime E; astfel N nu face parte din £.

Reportons-nous a ce que nous avons dit de cette antinomie au § VII ; E est I’ensemble
de tous les nombres que 1’on peut définir par un nombre fini de mots, sans introduire la
notion de I’ensemble E lui-méme. Sans quoi la définition de E contiendrait un cercle
vicieux ; on ne peut pas définir E par I’ensemble E lui-méme.

3 A. Mostowski, The Present State of Investigations in The Foundations of Mathematics,
Varsovia, Polska Akademie Nauk, 1955.
3* A. Dumitriu, op. cit., p. 57.
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Or, nous avons défini N, avec un nombre fini de mots il est vrai, mais en nous appuyant
sut la notion de I’ensemble E. Et voila pourquoi N ne fait pas partie de E.

Dans I’exemple choisi par M. Richard, la conclusion se présente avec une entiére
¢évidence et 1’évidence paraitra encore plus grande quand on se reportera au texte méme
de sa lettre. Mais la méme explication vaut pour les autres antinomies ainsi qu'il est aisé
de le vérifier.

Ainsi les définitions qui doivent étre regardées comme non prédicatives sont celles qui
contiennent un cercle vicieux*.

Poincaré adoptd solutia lui Richard si, mai mult, considerand concluzia
acestuia ca evidentd, o extinde ca viabila si pentru alte antinomii, sustinand ca
definitiile care ar trebui privite ca non-predicative sunt cele care contin un cerc
vicios, iar descoperirea cercului vicios in cadrul unei probleme paradoxale ar fi
suficientd pentru ca respectivul paradox si dispara.

In replici la cele sustinute de Poincaré, Russell avea si fie de acord cu acesta
in privinta faptului cd toate aceste paradoxuri provin dintr-un fel de cerc vicios,
ceea ce insa acesta nu vede este posibilitatea de a evita un cerc vicios de acest fel*®,
solutia propusa de Poincaré, desi valabild, nu este suficientd pentru a rezolva
problema paradoxurilor in ansamblul ei.

In privinta aspectului logic al antinomiilor, trebuie mentionat, asa cum
noteaza si A. Dumitriu, cd B. Russell a fost primul care a observat cd problema
trebuie pusd pe un plan pur logic, fiind una de ordin pur formal, iar solutia propusa
prin intermediul teoriei tipurilor logice constituie cel mai important efort de a gasi
o solutie paradoxelor logico-matematice”’.

Odata cu paradoxul Iui Gddel, care indica prezenta propozitiilor nedecidabile
in orice sistem formalizat care contine aritmetica, problemele trebuie privite in mod
inevitabil si din perspectiva faptului ca orice formalism deductiv are propriile
limitele pe care deductibilitatea logica pare ca nu le poate depési. La randul sau,
chiar Russell constatase in cercetdrile sale imposibilitatea exprimarii tuturor
regulilor unui formalism logic in simboluri. Regula substitutiei, conform careia, in
orice formula adevarata (tautologie), unuia si aceluiasi simbol i se poate substitui o
expresie propozitionald arbitrara, formula ramanand adevarata daca simbolul este
inlocuit cu noua expresie 1n toate locurile 1n care acesta apare, nu beneficiaza de un
tratament formal, ceea ce ar indica, chiar dupa Russell, un oarecare esec al
formalismului in genere. De vreme ce pentru baza logica a teoriei tipurilor este
indicata, in ultima instantd, o anumita ,,consonantd” cu simtul comun, care nu are
in sine un caracter logic, principala obiectie care se poate formula in acest sens ar fi
chiar lipsa caracterului necesar al teoriei’®.

35 H. Poincaré, Science et méthode, Paris, Flammarion, 1908. pp- 206-207.

3 B. Russell, La théorie des types logiques, in ,Revue de metaphysique et morale”, anul
XVIII, Paris, Libraire Armand Colin, 1910, p. 263.

37 A. Dumitriu, op. cit., p. 59.

3 Ibidem, p. 61.
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In cazul ierarhiei limbajelor, sugerata chiar de Russell, prin care se incearca
solutionarea paradoxurilor lingvistice, neputdndu-se vorbi despre un limbaj in
insusi limbajul intrebuintat, se vorbeste intr-un metalimbaj. Conditia pentru evitarea
paradoxurilor semantice este ca diferitele tipuri de limbaj sd nu fie confundate.
Dupa A. Dumitriu, si 1n teoria nivelurilor de limbaj se manifesta lipsa de funda-
mentului logic, ceea ce impune aceeasi principald obiectie si fatd de aceste teorii, si
anume lipsa caracterului necesar. Astfel, acceptarea acestora impusa de nevoia de a
elimina contradictiile nu elimina caracterul artificial, restrictiile pe care le introduc
fiind conventii menite sd asigure non-contradictia limbajului.

Cu toate consideratiile de mai sus se poate spune, asa cum noteaza si Gh. Enescu,
ca formalizarea cvasi-completd a logicii §i matematicii, in Principia Mathematica,
promitea sa fie incheierea procesului de /ogicizare a matematicii (justificarea tezei
logiciste) si inceputul fundamentirii matematicii (ca si a logicii) pe baze pur formale®.
Noua conceptie formalistd, avand ca promotor pe David Hilbert, avea sa repuna in
discutie problema paradoxurilor si a non-contradictiei, precum si disputa dintre
logicism si intuitionism. n acest sens, directiile de cercetare ale formalismului lui
Hilbert, sintetizate de Gh. Enescu, au fost indreptate catre: perfectionarea metodei
axiomatice (pe bazele geometriei), construirea analizei pe calea reducerii teoriei
numarului la teoria ale carei obiecte sunt numere si multimi de numere, precum si
cercetiri indreptate spre fundamentarea notiunilor de numar si multime®.

O a treia cale, n opozitie atit cu pozitia logicista, cét si cu cea formalista, s-a
constituit in pozitia intuitionista. Pentru L.E.J. Brouwer, fondatorul intuitionismului in
matematica, sursa paradoxurilor logico-matematice nu se afla nicidecum in eroarea
cercului vicios, ci intr-o interpretare specificd a conceptului de infinit, bazata pe
teoria generala a infinitului potential.

In ansamblu, cauza erorilor care genereazi paradoxurile este chiar identificarea
logicistda a matematicii cu logica. Sursa acestei identificéri este plasata, asa cum
precizeaza si Alexandru Surdu, in confuzia dintre actul constructiei matematice si
limbajul matematic, esentiala pentru matematica efectiva fiind constructia mentala
a rezultatului matematic si nu mijlocul de comunicare a acestuia, expresia sa
lingvistica. Posibilele aspecte contradictorii ale limbajului, In care este exprimata
constructia mentald a rezultatelor matematicii, sunt lipsite de importantd din punct
de vedere matematic. Matematica purd este, din punct de vedere intuitionist, o
activitate independentd de limbaj, care are ca obiect constructiile matematice
intuitive nelingvistice. Astfel ca, paradoxele in discutie nu sunt, ci numai par a fi
paradoxe matematice. Una dintre tezele intuitionismului, care a determinat opozitia
permanenta fatd de demersurile formaliste de axiomatizare a teoriei multimilor,
este ca existenta matematica efectivd implica Intotdeauna non-contradictie logica,

3 Gh. Enescu, Teoreme de indecidabilitate in sisteme de tipul Principia Mathematica,
in Pradoxuri, sofisme, aporii, Bucuresti, Editura Tehnica, 2003, p. 202.
“ Ibidem, p. 203.
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ceea ce nu este valabil si reciproc, non-contradictia logica neimplicand intotdeauna
existenta matematici efectiva®'. Pe de alta parte, atita timp cat ele nu apar in logica
in genere, ci in logica matematicd in special, in care valabilitatea principiului
tertului exclus este admisa ca absolutd si universala, acestea nu pot fi considerate
nici paradoxe logice®. Practicarea unei matematici corecte si a unei logici cores-
punzatoare ar face imposibild aparitia paradoxelor.

Din perspectiva intuitionistd se manifestd o anumitd suspiciune privitoare la
unele legi logice. Este vorba in primul rand de principiul tertului exclus (tertium
non datur), care, in matematica, ar trebuie aplicat cu anumite rezerve, apoi de legea
dublei negatii (negatio duplex) si, pe baza acestora, demonstratia indirecta (reductio ad
absurdum). Valabilitatea principiului tertului exclus nu este respinsa, ci doar
limitata. Adeptii intuitionismului admit argumentarile bazate pe tertul exclus numai
in cazul multimilor finite, respingandu-le valabilitatea pentru multimile infinite. in
aceastd ipostaza, ideea infinitului actual, incheiat, specific matematicii si logicii
clasice, nu este admisa, ci numai ideea unui infinit potential, mereu in devenire,
niciodata incheiat.

Limitarea aplicarii se referd la succesiunile infinite determinate, in cadrul
carora este posibild existenta unor situatii, In care rezolvarea unor probleme ar
necesita o infinitate de operatii. In astfel de cazuri, in care nu existi posibilitatea
reala a verificarii, a dovedi cd un enunt este fals nu implica neaparat (tertium non
datur) adevarul enuntului contrar. Probarea adevarului acestui enunt ar necesita o
indicatie experimentald sau de constructie, iar atunci cand este vorba de multimi
infinite, exista cel putin un caz in care nu putem face acest lucru. De aici axioma
lui Brouwer: absurditatea absurditatii nu implica adevarul (adevarul insé implica
absurditatea absurditatii). Cu alte cuvinte, absurditatea absurditatii (echivalentul
intuitionist al negatiei clasice) ne da o modalitate particulara a propozitiilor, care
diferd de notiunile simple de adevar si fals. Sintetizand, prin conceperea infinitului
ca potential, $i nu ca actual, si interzicerea tertului exclus in domeniului multimilor
infinite, Brouwer considera ca paradoxele infinitului sunt eliminate.

Referindu-se la obiectivul principal al intuitionismului propriu-zis, care a fost
si a ramas profesarea unei matematici intuitive, pure, independentd de limbaj si
logica, precum si la faptul ca opozitia conceptiei intuitioniste nu se indreaptd
impotriva logicii in genere, ci numai a logicii matematice in acceptiunile logiciste
sau formaliste, Al. Surdu considera ca ,intuitionistic vorbind, este cu totul
indreptatitd profesarea unei logici simbolice, adica a unei logici in forma de calcul,
cu conditia ca aceasta sa nu fie aplicatd la matematici, nici pentru fundarea (pozitia
logicistd) si nici pentru constructia lor formald (pozitia formalistd), ¢i dimpotriva
matematicile trebuie sa constituie fundamentele logicii, sa fie aplicate la logica,

dupi ce au fost construite intuitiv’"*.

41 Al Surdu, Elemente de logicd intuitionistd, Bucuresti, Editura Academiei R.S.R., 1976, p. 18.
2 Ibidem, pp. 12-13.
® Ibidem, p. 19.
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Ceea ce intereseaza, in prima instantd, in cazul de fatd nu sunt atat incercérile
si solutiile concrete de rezolvare a paradoxelor logico-matematice, ci, mai cu seama,
locul, rolul si semnificatia non-contradictiei atat ca idee, cat i ca principiu logic in
cadrul acestora in logica modernd. Asa cum am viazut, odatd cu dezvoltarea
teoriilor axiomatice, problema non-contradictiei capteaza centrul preocuparilor din
domeniul logicii prin aparitia paradoxurilor (antinomiilor) in sistemele axiomatice.

Gh. Enescu prezintd ideea de contradictie in general ca un caz particular al
diferentei. Mai precis se trece de la x # y (diferentd) la x # y (contradictie). Asa cum
x =y exprima o identitate care poate fi ideald sau relativa, diferenta exprimata de
contradictie, x # y, poate fi ideald sau relativda. Ideea de contradictie ca , limita
absolutd a diferentei (x difera de orice y, deci si de sine)” este deosebitd de ceea ce
numim diferenta contrariilor. Fatd de contradictie, care impune ca §i conditie
imposibilitatea ca elementele contradictorii sd aiba loc impreuna si de a fi absente
impreund, in cazul contrarietatii acestea nu pot avea loc ambele 1n acelasi timp si
sub acelasi raport. Aceasta face ca principiul complementaritatii sa fie asimilat cu
contrarietatea si nu cu contradictia*’. In acest sens, unele sisteme axiomatice se
supun principiului complementaritatii, in sensul ca sunt sau necontradictoriii, sau
complete, in mod exclusiv, neputdnd indeplini simultan cele doua conditii.

In acelasi timp, trebuie explicitatd clar si diferenta intre termenul contrar si
termenul negativ (—A), acesta din urma avand interpretari diferite in istoria logicii.
In maniera extensiva, termenul negativ poate fi interpretat, in modul cel mai larg,
ca ,tot ce nu este A” sau ,.tot ce nu este A in domeniul D” sau chiar ,,absenta Iui A”.
Cea de-a doua interpretare, considerd Gh. Enescu, este cea la care teoria multimilor
a trebuit sa se limiteze, In timp ce pentru logica ar fi necesar, pentru a evita anumite
dificultiti, sa ne limitam la ultima interpretare™®.

Sub aspect formal contradictia poate fi interpretatd ca simplu raport intre
propozitii sau termenii lor, odatd cu aparitia logicii simbolice, din semnificatia
acestora au fost eliminate atat aspectele psihologice de continut, cat si cele de ordin
metafizic, fard ca aceasta sd Insemne eliminarea substratului ontologic si gnoseologic
al logicii. Trecand peste diferitele formulari ale principiului non-contradictiei, vom
retine aici ca, din punct de vedere pur formal, acesta apare in cadrul logicii
propozitiilor exprimat astfel ca —~(p & —p), sau poate fi formulat ca principiu al

Cele doua formulari sunt retinute de Gh. Enescu ca fiind importante in analiza
paradoxurilor, atita vreme cat unele paradoxuri au forma |— p & —p (asertarea non-
contradictiei), iar altele |— p = —p (auto-contradictia).

Utilizdnd transformarile din logica propozitiilor, prin intermediul dublei
negatii (——p = p), negarea contradictiei se poate transforma, 1n tertul exclus:
—(p & —p) = pv —p, iar negarea auto-contradictiei se transforma in identitatea

~p#p)=p=rp.

4 Gh. Enescu, Identitate si necontradictie in logica actuald, in Paradoxuri, sofisme, aporii,
Bucuresti, Editura Tehnica, 2003, p. 178.
* Ibidem.
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In cazul paradoxurilor, arati acelasi Gh. Enescu, incilcarea principiului non-
contradictiei are loc In unul dintre sensurile: p = —p (indecidabilitate) sau p = & —p
(decizie contradictorie); in primul caz, de la p = —p nu se poate trece nici la p, nici
la —p, pe cand 1n al doilea, de la p = & —p se poate trece atat la p, cat si la —p, un
exemplu pentru acesta din urma fiind paradoxul lui Cantor.

Facand apel a Fraenkel si Bar-Hillel, Enescu conchide ca, in cazul propozitiilor,
antinomia apare prin utilizarea prea largd a notiunilor de propozitie si adevar,
respectiv fals, si cd ar trebui precizat cd nu notiunile ultralargi in sine conduc la
antinomii, ci modul de a le trata, cum ar fi de exemplu faptul ci li se aplica legile
obisnuite ale teoriei. In acest sens s-ar distinge astfel de moduri de tratare, care,
considera autorul roman, par ele insele contradictorii: 1) notiunile ultralargi nu sunt
corecte (Russell, teoria tipurilor) si 2) notiunile ultralargi sunt corecte (von Neumann,
Bernays, metoda axiomaticd). In acest sens, conform principiului non-contradictiei,
s-ar parea ca cele doua moduri nu ar fi compatibile, iar acceptarea lor ar insemna
principiul in cauzi. Insi, sustine Gh. Enescu, ,,conceptul poate fi considerat in
acelasi timp corect, dar incompatibil cu legile obignuite ale teoriei. Conceptul nu
este subsumat corect teoriei. Daca multime 1n sens corect inseamna compatibil cu
legile teoriei, aceasta inseamna cd notiunea ultralargd nu este corect sa fie
consideratd multime, dacd totusi mulfime Inseamnd ceva mai mult decéat notiunea
obisnuitd atunci nu este corect si i se aplice legile obisnuite. Prin urmare, nu avem
acelasi raport, ci moduri diferite de a ne raporta. Confuzia raporturilor genereaza
antinomia.”*’

Revenind la caracterul conventional al asigurarii coerentei logice, invocat de
A. Dumitriu, care ar provoca dubii privind insdsi necesitatea teoretici a logicii*’,
trebuie mentionat cd in conceptia moderna a logicii sensul originar de teorie —
cunoagtere directd a principiilor, pe care logica il avea in Antichitate (in special, la
Aristotel) — se dilueaza, acceptiunea principala fiind acum cea de sistem™, o serie
de propozitii legate coerent, principala conditie fiind non-contradictia.

Odata cu formalizarea, logica nu va mai avea ca obiect de studiu un obiect
sau niste obiecte particulare, ci Insesi propozitiile care se pot forma cu privire la
aceste obiecte. In plus, propozitiile sunt considerate ca fiind golite de orice
continut, simboluri — relatii intre simboluri —, litere, logica nu avea sa mai fie in
mod primordial o stiintd a principiilor gandirii si a legilor ei. Evolutia axiomaticii
duce la parasirea treptatd a continuturilor conceptelor si propozitiilor cu care se
construieste o stiintd. In cazul sistemului formal al logicii, definitia implica dupa
A. Dumitriu unele dificultati care privesc caracterul suficient al axiomaticii in

 Ibidem, p. 182.

7 A. Dumitriu, op. cit., p. 63.

“ Din termenul grecesc cvotpa, format din particula cbOv (cu) si verbul otdm (a sta in
picioare), a fi coordonat intr-un ansamblu impreuna cu alte parti.
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determinarea unei stiinte®, determinate in parte de evolutia axiomaticii in sensul
renuntdrii treptate a continuturilor conceptelor si propozitiilor cu care se construieste
o stiinta.

Relativitatea termenilor primitivi si a formulelor primitive este intrinsecd
sistemelor formale.

,»Irecerea la axiomatica formald modificd profund sensul axiomaticii: prioritatea
acordata enunturilor luate ca punct de plecare devine intr-adevar in intregime relativa.
Ea nu mai este fondata pe simplicitate sau pe un mai mare grad de evidenta, ci numai pe
comoditate. Alegerea initiald este cu totul arbitrara. In principiu, orice sistem de
enunturi poate fi luat ca sistem de axiome; singurul lucru care intereseaza este sa se
poatd deduce din ele intreaga teorie. Cu alte cuvinte, sistemul axiomatic nu mai are ca
scop sa faca sd apara ordinea naturald care existd intre enunturile unei teorii, ci de a
introduce o ordine care, in sine, poate fi oricare alta™°

in cazul sistemelor formale, asa cum remarca A. Dumitriu, aceasta relativitate
este generata de lipsa oricdrei semnificatii a simbolurilor, nepunandu-se in vreun
fel problema prioritatii in alegerea simbolurilor initiale, ci numai dezideratul
posibilitatii deducerii intregii teorii pornind de la acestea.

Aceasta situatie relativa a enunturilor si termenilor primitivi este o consecintd absolut
necesara care rezultd din natura unui sistem formal. Ea nu poate fi remediatd in
conditiile in care se construieste un sistem formal: aceastd relativitate si alegerea
arbitrard a unor termeni si enunturi fata de ceilalti termeni si enunturi din sistem apartin
intrinsec sistemului formal ca atare®’.

In acest sens, expresiile (definitii sau tautologii) formate in interiorul
sistemului formal al logicii clasice din Principia Mathematica exprima cele trei
idei primitive ale sistemului, ceea ar Insemna ca Intregul sistem se poate reduce la
acestea fara sd exprime ,,nimic mai mult decat ceea ce s-a pus in fruntea lui Tn mod
conventional™”. Acest rezultat s-ar aplica oricirui sistem echivalent al logicii
clasice, oricare ar fi ideile primitive alese §i oricare ar fi axiomele lui.

Orice sistem formal al logicii este de natura pur analitica, fiindca orice semn nou si
orice formuld noud nu exprima in jocul semnelor primitive decat semnificatia acestor
semne. Deci intr-un sistem formal al logicii, tot ce cunoastem se gaseste in semnele lui
primitive®.

Examinand ideile primitive al sistemului formal din Principia Mathematica
(1. variabila propozitionald care nu poate lua decat una dintre cele doua valori:
A (adevarat) si F (fals); 2. ideea de negatie; 3) ideea de disjunctie), A. Dumitriu

* A. Dumitriu, Teoria logicii..., p. 8.

50 1. Ladriére, Les limitations internes des formalismes, Paris, Louvain, 1957, p. 37.
U A. Dumitriu, Teoria logicii, p. 20.

52 Ibidem, p. 50.

33 Ibidem, p. 53.
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considera ca, odata cu prima dintre aceste idei primitive, se presupun atat principiul
tertului exclus exclus ipso facto (a treia posibilitate nu exista...), cat si principiul
non-contradictiei (o valoare si numai una cu excluziunea celeilalte)™; ,,acceptarea
variabilelor propozitionale bivalente presupune principiul tertului exclus si al
contradictiei, care sunt exprimate Intr-un mod implicit prin chiar enuntul acestei
acceptari”™.

Odata cu introducerea celei de-a doua idei primitive, negatia (~), expliciteaza
principiul non-contradictiei cuprins deja In prima idee primitivd si aratd ca o
variabila propozitionala nu poate lua simultan cele doua valori 4 si F. Cea de-a
treia idee primitiva, disjunctia (v), nu ar fi de fapt o idee logica propriu-zisa,
deoarece aceasta nu este strict necesara pentru a exprima principiul tertului exclus
si principiul non-contradictiei. Ca si negatia, aceasta ar fi de ordin lingvistic, avand,
ca si toti ceilalti 16 functori utilizati in Principia Mathematica, rolul de a simplifica
exprimarea. Astfel, considerda A. Dumitriu, ,,edificiul intreg al sistemului logico-
formal din Principia Mathematica este construit pe baza principiului contradictiei
si a principiului tertului exclus, care, in logica formalizata bivalenta, nu este decat
acelasi lucru exprimat numai diferit, celelalte idei primitive, negatia si disjunctia
neservind decat la formularea mai facild si mai pregnanti a acestor principii”®.

Principala concluzie indicd faptul cé logica clasica, prezentatd de logicienii
contemporani ca un sistem formal, nu este un sistem deductiv. De asemenea,
problema non-contradictiei este problema logica esentiald a oricarui sistem logico-
formal, celelalte probleme (completitudinea si independenta axiomelor etc.) sunt
»probleme de economie a sistemului” si depind de alegerea conventionald a notiunilor
primitive. Astfel cd, Incercarea de explicare a procesului logico-matematic printr-un
sistem formal al logicii se reduce la o problema de non-contradictie™’.

> Ibidem, p. 56.

55 Ibidem, p. 58.

56 Ibidem.

37 Ibidem, pp. 65-68.



