CONSIDERATII ASUPRA TERTULUI EXCLUS
IN LOGICA DE TIP INTUITIONIST

VICTOR EMANUEL GICA

In materialul de fati vom expune consideratii care urmiresc detalierea
specificului doctrinei intuitioniste, pornind de la obiectivul sdu principal,
practicarea unei matematici intuitive, pure, independentd de limbaj si logica.
Demersul specific pentru atingerea acestui obiectiv se sprijind pe cateva idei care,
asa cum aratd Al. Surdu, pot fi considerate teze intuitioniste fundamentale, care
rezumd particularitatile logice ale intuitionismului §i pe care le reproducem in
continuare, asa cum sunt prezentate de catre logicianul roméan:

(I) Matematica pura este o activitate independenta fata de limbaj.

(IT) Obiectul matematicii pure il constituie constructiile matematice intuitive
nelingvistice.

(IIT) Obiectul logicii matematice il constituie limbajul matematic in care sunt
exprimate, mai mult sau mai putin exact, constructiile matematice.

(IV) Existenta matematica efectiva implica intotdeauna noncontradictie logica;
noncontradictia logica nu implica insa intotdeauna existenta matematica efectiva.
(V) Practicarea unei matematici corecte §i a unei logici corespunzétoare face
imposibila aparitia paradoxelor.

(VD) Tertium non datur si duplex negatio nu pot fi universal valabile in cadrul
unei logici corecte, dar nu pot fi nici false.

(VII) Axiomatizarea nu poate fi admisa drept metoda de constructie a teoriilor
matematice, ci numai ca mijloc auxiliar pentru descrierea si sistematizarea
teoriilor matematice intuitive preexistente'.

Cerinta independentei de logicd cuprinsd 1n obiectivul programului
intuitionist propriu-zis nu indicd o adversitate fatd de logica in genere, ci, Tn mod
special, fatd de variantele logiciste si formaliste ale logicii matematice. Referindu-se la
acest aspect Al. Surdu considera ci ,,intuitionistic vorbind, este cu totul indreptatita
profesarea unei logici simbolice, adica a unei logici in forma de calcul, cu conditia
ca aceasta sd nu fie aplicatd la matematici, nici pentru fundarea (pozitia logicista)
si nici pentru constructia lor formald (pozitia formalistd), ci dimpotriva matematicile
trebuie sa constituie fundamentele logicii, sa fie aplicate la logica, dupa ce au fost
construite intuitiv’”.

' Al Surdu, Elemente de logica intuitionistad, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti, 1976, p. 19.
2 .
Ibidem.
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In acest sens, intuitionismul poate fi considerat ca o a treia cale de referinta in
incercarile de solutionare a paradoxurilor logico-matematice, care oferd o
perspectiva diferitd si in opozitie atat cu solutia logicista, cat si cu cea formalista.
Atitudinea criticd manifestatd in cadrul intuitionismului este fundamentald si
determinantd. Maniera criticismului contemporan intuitionist nu este nici una de tip
istoric (aristotelic) si nici de tip sistematic (kantian), ci mai degraba, considera Al.
Surdu, este una asemanatoare Indoielii carteziene. Criticismul intuitionist, Tnsa, nu
vizeaza o arie atat de vastd precum cel cartezian, ci este orientat in mod direct si
efectiv atat impotriva logicismului, cat si a formalismului’. Atat antiformalismul,
cat si antilogicismul conduc in mod implicit la constructivism, iar constructivismul de
tip logic sau matematic st la originea intuitionismului. In cazul antilogicismului,
punctul de plecare il reprezinta problema paradoxurilor logico-matematice.

In privinta catalogarii terminologice, datorate lui Heyting, in , preintuitionism” si
»intuitionism”, fiecare cu variantele lor, Al. Surdu aratd ca aceste distinctii au sens
numai din punct de vedere matematic, fara ca sa existe o deosebire intre ele din
punct de vedere filosofic, ci, dimpotriva, ,,preintuitionistii au fost in multe privinte
mult mai consecventi decat aga numitii intuitionisti actuali, dintre care majoritatea
sunt ultraformalisti”*. Miza acestor denumiri diferite pare a fi chiar originalitatea
operei lui Brouwer, care Tnsa nu este pusa cu nimic in discutie prin acestea. Al.
Surdu opteazd pentru punctul de vedere al lui Oskar Becker, care numeste
Hintuitionismul” lui Brouwer ,,neointuitionism”, Tnsa nici acesta nu pare pe deplin
potrivit, intrucat ar viza doctrina general filosofica a intuitionismului contemporan
ca opusd neopozitivismului si neoplatonismului, si nu o teorie opusa doar
logicismului si formalismului, fard consecintele lor filosofice. Deosebirile dintre
intuitionismul contemporan in genere si intuitionismul lui Brouwer constau in
caracterul lor, primul avand un pronuntat caracter carteziano-criticist, si ca atare,
metodologico-gnoseologic, In timp ce ultimul are un evident caracter logic,
respectiv logico-matematic’.

Privitd din perspectiva acestei distinctii, teoria lui Brouwer, care poate fi
numitd intuitionism logic, se deosebeste de intuitionismul gnoseologico-metodologic
prin anumite trasaturi, dintre care Al. Surdu mentioneazd in primul rand
caracteristica unui anume istorism de tip aristotelic, dar mult mai vag conturat
decat acesta din urma. Alaturi de acestea se pot distinge alte doud caracteristici,
una cu puternic accent kantian manifestata prin criticismul declarat al teoriei si
cealalta de tip cartezian, asa numita suspiciune brouweriand care vizeaza principiile
gandirii’.

Avand in vedere atat caracteristicile generale, cat si particularitatile specifice
intuitionismului logic, Al. Surdu considera ca doctrina lui Brouwer poate fi expusa
in linii mari §i pe aceleasi probleme ca si cea aristotelici. De altfel, maniera
generald de abordare a problemei paradoxurilor de catre Brouwer, care considera

3 Al. Surdu, Neointuitionismul, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti, 1976, p. 48.
* Ibidem, p. 48.
> Ibidem, p. 49.
8 Ibidem, p. 63.
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paradoxurile erori logice, poate fi subsumatd demersurilor incluse de catre
A. Dumitriu 1n asa numita pozitie strict logica in solutionarea paradoxurilor.

Sursa paradoxurilor logico-matematice nu se afla nicidecum in eroarea
cercului vicios. Brouwer respinge atat valabilitatea solutiilor de tip logicist, cét si a
celor formaliste. In disputa dintre Russell si Poincaré accepta punctul de vedere al
celui din urma cu oarecare rezerve, intrucat Poincaré de fapt nu ar surprinde sursa
reali a dificultitilor logiciste. In ansamblu, cauza erorilor care genereazi
paradoxurile este chiar identificarea logicista a matematicii cu logica. Sursa acestei
identificari este plasata la nivelul confuziei dintre actul constructiei matematice §i
limbajul matematic, esentiald pentru matematica efectiva fiind constructia mentala
a rezultatului matematic si nu mijlocul de comunicare a acestuia, expresia sa
lingvisticd. Asa cum noteaza si Al. Surdu, limbajul matematic nu este altceva decat
un mijloc de comunicare a activitatii matematice si, in aceastd postura, se supune
legilor obisnuite ale oricarui limbaj, analiza unei expuneri matematice fiind
asemanatoare analizei logice a unui text oarecare.

in sens brouwerian, principiile logicii clasice nu sunt, la randul lor, altceva
decat tot reguli lingvistice, intrucat cei care le respectd din punct de vedere
lingvistic pot sa fie condusi de experienta, fara ca aceasta (exprimarea lingvistica)
sa fie necesard. Stephan Korner remarcd In aceeasi directie, a independentei
matematicii atat fata de limbaj, dar si fata de logica, faptul ca regulile logice clasice
sunt folosite in descriere si comunicare, dar nu si In activitatea propriu-zisa de
constructie, fiind astfel un fel de ajutoare neesentiale’.

Abordarea logicistd se limiteaza numai la constructii lingvistice ce nu pot
conduce la matematica reald, In timp ce abordarea ca §i constructie intuitiva a
actului mental de constructie matematica garanteaza existenta entitétilor
matematice, eventualele aspecte contradictorii, sau nu, ale limbajului care exprima
o astfel de constructie sunt lipsite de importanta, atata timp cat acest limbaj nu
reprezinta creatia nici unei entitati matematice”.

Avand 1n vedere distinctia categoricd intre constructia matematica si
activitatea lingvistica — totalitatea propozitiilor despre rezultatele constructiei,
precum si tot ceea ce Inseamnd aplicare a regulilor de rationament in aceste
propozitii, intuitionist vorbind, se pune intrebarea dacd reprezentarea logico-
lingvistica este adecvati in mod riguros si intotdeauna constructiei’. Posibilitatea
ca aceasta sa depaseascd limitele constructiei nu poate fi ignoratd, iar pericolul
acestei depasiri ar exista §i in matematica, de exemplu 1n situatii In care este utilizat
principiul tertului exclus in rationamente practicate in cadrul unor sistem infinit de
obiecte matematice si in care limbajul ar depasi realitatea matematica. Sintetizand
caracteristicile principale al doctrinei intuitioniste a lui Brouwer, O. Becker
noteaza:

7' S. Korner, Introducere in filosofia matematicii, Editura Stiintifica, Bucuresti, 1965, p. 162
8 Al Surdu, op. cit., p. 64.
?'S. Kérner, op. cit., p. 162.
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Ceea ce caracterizeazd pe Brouwer mai intdi de toate este respingerea principiului
logic al tertului exclus atunci cand se aplicd la multimi infinite, apoi considerarea
constructiei ca unic mijloc de definire a multimilor, precum si fundamentarea
oricarei demonstratii de existentd si a intregii matematici pe intuitia originara a
sirului de numere, care este privit ca dezvoltandu-se in timp. Aceasta ¢ in
legatura cu conceptul sau de sir de alegeri, un sir nelimitat de numere care pot
fi alese arbitrar, asupra carora pot fi facute totusi In anumite conditii afirmatii
matematice; de asemenea este in legiturd cu conceptia sa despre continuu ca
un mediu de liberd devenire. Demn de retinut si dictonul lui Brouwer; Matematica
este mai mult actiune decdt teorie."

Al. Surdu remarca 1n acest sens cd, atata timp cat definitia unei entitati nu
inseamna existenta ei, Brouwer se plaseaza in continuarea traditiei intuitioniste,
addugand totusi un element esential, ,inadmisibil pentru intuitionistii de tip
gnoseologico-metodologic, si anume faptul cd pentru entitatea matematica,
independenta de expresia ei lingvistica, este indiferent daca aceastd expresie este
sau nu contradictorie.”’' Introducerea acestui element aduce cu sine o dubld
perspectivd de abordare a problemei paradoxurilor: una referitoare la obiect si
cealalta referitoare la expresia lui lingvistica, ceea ce impune doua cii si, in acelasi
timp, doud metode de tratare a problemei, una de tip aristotelic, conforma cu
obiectul si cealalta de tip cartezian, pur logica, si care reprezintd caracteristica
esentiald a neointuitionismului'®. In sensul acestei noi semnificatii date paradoxurilor
din dubla perspectiva — a obiectului asupra cérora poartd si a principiilor care se
aplica acestui obiect, In spetd logica —, Brouwer distinge intre paradoxurile antice,
care vizeazd stiinta, sau cunoasterea in genere si cele moderne (paradoxurile
Burali-Forti, Zermelo, Konig, Richard si Russell), care poartd asupra entitatilor
matematice ce sunt chiar obiectul paradoxurilor si care par a fi paradoxuri
matematice.

Posibilele aspecte contradictorii ale limbajului, in care este exprimata
constructia mentala a rezultatelor matematicii, sunt lipsite de importantd din punct
de vedere matematic. Matematica purd este, din punct de vedere intuitionist, o
activitate independentd de limbaj, care are ca obiect constructiile matematice
intuitive nelingvistice. Astfel ca, paradoxele in discutie nu sunt, ci numai par a fi,
paradoxe matematice. Una dintre tezele intuitionismului, care a determinat opozitia
permanenta fatd de demersurile formaliste de axiomatizare a teoriei multimilor este
ca existenta matematica efectiva implica intotdeauna non-contradictie logica, ceea
ce nu este valabil si reciproc, non-contradictia logicd neimplicind intotdeauna
existenta matematici efectiva'.

Pe de alta parte, atata timp cat acestea nu apar in logica in genere, ci in logica
matematicd 1n special, n care valabilitatea principiului tertului exclus este admisa
ca absolutd si universald, acestea nu pot fi considerate nici paradoxe logice'.

190, Becker, Fundamentele matematicii, Editura Stiintifica, Bucuresti, 1968, p. 361.

" Ibidem, p. 65.

12 Ibidem.

13 Al Surdu, Elemente de logicd intuitionistd, Editura Academiei R.S.R., Bucuresti, 1976, p. 18.
1% Ibidem, pp. 12—13.
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Practicarea unei matematici corecte si a unei logici corespunzitoare ar face
imposibila aparitia paradoxelor. Rezumand, solutia lui Brouwer in problema
paradoxurilor presupune interpretari corecte, pe de o parte, o a entitatilor matematice
(anticantorianad) si, pe de altd parte, a logicii (antilogicistd); practicarea corecta
atat a logicii, cat si a matematicii ar face imposibild aparitia paradoxelor.

in problema continuului din perspectiva principiilor cantoriene, in legitura cu
problemele pe care Brouwer le pune in privinta continuului aritmetic in genere, Al.
Surdu arata cé acestea pot fi impartite in doud clase: una privind problemele legate
de continuul liniar, care se referd, pe de o parte, la interpretarea generald a
entitatilor care alcatuiesc continuul si, pe de alta parte, la posibilitatea producerii de
astfel de entitati, si 0 a doua clasa, probleme care sunt legate de admiterea unor alte
puteri decat cea a continuului. Problemele din clasa continuului liniar, in care
continuul este conceput temporal si dinamic, ca o scurgere a timpului, evidentiaza
caracterul intuitiv al conceptiei lui Brouwer din punct de vedere filosofic. Este
vorba de o conceptie diametral opusa fata de interpretarea teoriei cantoriene care,
avand un caracter spatial si static, face ca matematica clasica sa fie limitata la
succesiuni infinite predeterminate. Opozitia lui Brouwer fatd de teoria cantoriana
se manifestd si In problema puterii continuului, in care sustine cd nu pot fi admise
multimi nenumarabile §i, in consecintd, nici multimea tuturor multimilor
nenumdrabile”. Al. Surdu observa ci esential pentru modul in care este tratatd
problema obiectului asupra caruia poarta paradoxele in cadrul acestei dispute este
modul de alcdtuire a numerelor reale din multimi infinite de zecimale, sirul
cantorian al numerelor reale dintre 0 §i 1 aparand drept multime acestor multimi
infinite, concept neconstructiv si, din punct de vedere intuitionist, eronat. Astfel ca
atat timp cat conceptul de multime a tuturor multimilor nu este admis, este
eliminatd si posibilitatea definirii logice a numerelor ca multimi ale tuturor
multimilor §i, odata cu aceasta, posibilitatea aparitiei paradoxurilor in matematica.

Al. Surdu este de parere ca incercarile lui Brouwer de a demonstra temporal-
logic ca un continuu aritmetic (ca intreg infinit) nu poate fi nici parcurs si nici
depasit prin constructii succesive, ci poate fi parcurs numai in principiu, devenind
el Insusi o posibilitate, presupun o conceptie speciald atat asupra infinitului, cat i a
mijloacelor logice prin care acesta poate fi conceput'®.

Pentru intuitionisti, asa cum am mai mentionat, sursa paradoxurilor logico-
matematice nu trebuie cautatd nicidecum in eroarea cercului vicios, ci Intr-o
interpretare specificd a conceptului de infinit, bazata pe teoria generala a infinitului
potential. Conceptia intuitionistd despre infinit reprezintd si solutia propusd in
problema continuului aritmetic. Asa cum mentioneazd si Al. Surdu, problema
infinitului este tratatd in spirit aristotelic, acesta neadmitdnd infinitul actual.
Brouwer pune in legéatura existenta infinitului aritmetic cu interpretarea temporala a
continuului intuitiv, respectiv cu scurgerea timpului. In problema infinitului si
principiilor logice, Brouwer nu accepta existenta succesiunilor infinite convergente
predeterminate de numere rationale cu ajutorul carora sunt definite numerele reale

15 Al. Surdu, Neointuitionismul ..., pp. 67-68.
1 Ibidem, p. 70.
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in matematica clasicd cantoriand (neintuitionistd), propunand in schimb ceea ce
numeste ,,secvente infinite convergente care inainteaza liber”, deci succesiuni care
nu au fost date in prealabil, ci sunt in devenire'”.

Succesiunile infinite sunt, din acest punct de vedere, de doua feluri: particular-
determinate i nedeterminate. Succesiunea infinitd particular determinatd de
numere poate fi definitd printr-o lege de formare a elementelor, pe baza careia
poate fi determinat orice element al sirului in functie de elementul antecedent si
elementul consecvent. Prin acest mecanism se garanteaza inaintarea succesiunii la
infinit i se obtine totodata o metoda prin care poate fi construit intotdeauna un nou
element pe baza elementelor deja construite. Aceasta posibilitate, garantata de ceea
ce Brouwer numeste al doilea act al intuitionismului, asigura succesiunilor infinite
un caracter dinamic; ele nu sunt in fapt infinite, ci tind catre infinit. Acelasi al
doilea act al intuitionismului garanteaza si formarea unor succesiuni infinite
nedeterminate, care se produc treptat prin acte libere de alegere a elementelor. Odata cu
aceasta, considera Al. Surdu, ,asistim la un proces evident de dialecticizare a
aritmeticii”. Tratarea dialecticd a infinitului a fost posibila odatd cu sciziunea
formalista si diferentierea aritmeticii elementare de cea transfiniti. In acest sens,
esecul formalismului ar consta in faptul cd, odatd ce a surprins transfinitul, a
revenit din nou la punctul de vedere finitist, respectiv la simpla constatare a
contradictiei dintre finit si infinit'®.

Al. Surdu precizeaza ca, in timp ce pozitia cantorian formalista, finitista
consta in teza infinitului actual, spatializat si tratat ad extremum ca un finit (un finit
»deghizat”), pozitia intuitionistd nu este Inteleasd intotdeauna in mod corect.
Autorul roman considera curioasa parerea lui S. Korner, de exemplu, pentru care
pozitia intuitionistd ar fi finitistd, Intrucdt nu admite infinitul actual. Astfel de
interpretari ar fi, dupd Al. Surdu, rezultatul lipsei de Intelegere a ideii dialectice de
infinit, ca mediu al oricarei deveniri libere, care determina succesiuni infinite, iar
infinitul n doctrina intuitionista este unul potential.

Succesiunile determinate care inainteaza ad infinitum, asa cum arata
Al. Surdu, se produc pe baza legilor de formare a elementelor, care garanteaza
mentinerea relatiilor intre elementele obtinute indiferent de numdrul noilor
elemente adaugate, prin devenire determinatd se formeaza succesiuni supuse unor
clasificari predicative.

La randul lor succesiunile finite pot fi: determinate, In care fiecare element
este cunoscut, si partial determinate, elementele acestora din urma fiind cunoscute
numai partial, dar cu posibilitatea cunoasterii lor in Intregime intr-un timp limitat.
Asa cum mentioneaza si Al. Surdu, distinctiile de mai sus nu apar In mod explicit
la Brouwer, primele sunt discutate in opera lui Poincaré, la care Brouwer face
ample referiri, iar ultimele sunt considerate de catre autorul roman ca evidente. In
contextul disputei privind obiectul asupra caruia poartd paradoxele logico-
matematice, consideram ca aceste distinctii expliciteaza si clarificd particularitatile
doctrinei intuitioniste in probleme urmarite in lucrarea de fata.

7 Ibidem, p. 71.
18 Ibidem, p. 72.
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Rezuménd, combaterea din perspectiva dialectic intuitionista asupra infinitului
potential a pozitiei cantoriene, ale carei consecinte conduceau la paradoxuri, ridica
asa cum am mai mentionat, problema unei metode dialectice adecvate acestui
studiu. Cu alte cuvinte, citdnd pe Al. Surdu, se pune urmatoarea intrebare:

Daci logica in acceptiunea logistica, aplicata la infinitul conceput cantorian, a
dus la contradictii, oare acest lucru s-a datorat numai conceptiei gresite a
infinitului actual? Dacd s-a datorat numai acestei greseli, atunci, ea fiind
indreptat, logica rimane valabila'’.

Pozitia initiald a lui Brouwer referitoare la aceastd situatie nu ia in
considerare valabilitatea logicii, care de vreme ce nu are vreun aport in cadrul
constructiilor matematice posibile independent de logica, pare ca nu mai are nicio
utilitate, problema paradoxelor gasindu-si rezolvarea prin chiar interdictia de a
aplica logica la procesul constructiei matematice. O astfel de pozitie asupra
validitatii logicii, este de parere Al. Surdu, survine si dintr-o abordare din perspective
general filosofice, indepartate de cadrul strict al matematicii. Oricum ar sta lucrurile,
aceastd pozitie conduce totusi la suspiciunea brouweriand privind valabilitatea
universala a principiilor logice. Mai precis, increderea in principiul silogismului si
in principiul contradictiei este justificatd. In cazul principiului silogismului, este
avuta Tn vedere varianta sa din logica matematica, iar incertitudinea nu pare a starui
prea mult, atat timp cat silogismul este considerat o simpla tautologie care consta n
includerea unui sistem b intr-un sistem c, iar prin combinarea ei cu includerea unui
sistem a in sistemul b este evident ca sistemul a va fi inclus in c. La fel de evidenta
pare sa fie si acceptarea principiului contradictiei, in care realizarea In mod
determinat a incluziunii unui sistem a intr-un sistem b §i nerealizarea acestei
incluziuni se exclud reciproc.

Suspiciunea manifestatd din perspectiva intuitionista privitor la valabilitatea
universala a principiilor logice este Indreptata in primul rand Tmpotriva principiului
tertului exclus (fertium non datur), care, In matematica, ar trebuie aplicat cu
anumite rezerve. Mai sunt vizate de aceeasi suspiciune si legea dublei negatii
(negatio duplex) si demonstratia indirecta (reductio ad absurdum).

Motivele acestei suspiciuni fatd de valabilitatea principiului tertului exclus
reies din faptul cd acesta ar presupune ceva in plus fatd de celelalte principii.
Conditia impusd de tertul exclus, ca orice ipoteza sa fie matematic sau corectd sau
incorecta, ar face ca problema valabilitatii sale sa echivaleze cu posibilitatea asa
numitelor probleme matematice insolubile, considerand ca nu poate exista nicio
dovada 1n favoarea tezei ca nu existd acest gen de probleme. Astfel cad principiul
tertului exclus nu mai este universal valabil in domeniul transfinitului®.

Valabilitatea principiului tertului exclus nu este respinsd, ci doar limitata.
Adeptii intuitionismului admit argumentarile bazate pe tertul exclus numai in cazul
multimilor finite, respingandu-le valabilitatea pentru multimile infinite. In aceasta
ipostaza, ideea infinitului actual, incheiat, specific matematicii si logicii clasice, nu

1 Ibidem, p. 74.
2 1bidem, p. 76.
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este admisd, ci doar ideea unui infinit potential, mereu in devenire, niciodatd
incheiat.

in domeniul succesiunilor care inainteazi spre infinit este posibila oricand
aparitia unei probleme care necesitd o infinitate de operatii. Prin urmare, se poate
considera cad a priori legea tertului exclus nu este universal valabila In domeniul
transfinitului; aceasta nu implicd insd ca legea tertului exclus este falsa, ci ca
aplicarea ei fara restrictii in domeniul transfinitului este incorecta. Asadar, limitarea
aplicarii se referd la domeniul succesiunilor infinite determinate, in cadrul cérora
este posibila existenta unor situatii in care rezolvarea unor probleme ar necesita o
infinitate de operatii. In astfel situatii, in care nu existd posibilitatea reald a
verificarii, a dovedi cd un enunt este fals nu implica neaparat (tertium non datur)
adevarul enuntului contrar. Probarea adevarului acestui enunt ar necesita o
indicatie experimentald sau de constructie, iar atunci cand este vorba de multimi
infinite, exista cel putin un caz in care nu putem face acest lucru. De aici axioma
lui Brouwer: absurditatea absurditatii nu implica adevarul (adevarul insd implica
absurditatea absurditatii). Cu alte cuvinte, absurditatea absurditatii (echivalentul
intuitionist al negatiei clasice) exprima o modalitate particulara a propozitiilor, care
difera de notiunile simple de adevar si fals. Sintetizand, prin conceperea infinitului
ca potential $i nu ca actual si interzicerea tertului exclus in domeniului multimilor
infinite, Brouwer considera paradoxele infinitului eliminate.

Al. Surdu precizeaza ca fermitatea pozitiei lui Brouwer in privinta neacceptarii
valabilitatii universale a principiului tertului exclus a variat cu diferite nuantari, de
la o tendinta initiald catre afirmatii care par sa contrazica atat pozitia initiala, cat si
pe cele ulterioare. Cu toate acestea, intr-un studiu din anul 1923*' revine cu
consideratiile prin care, pe baza posibilitatii efectuarii unei verificari concrete a
tuturor elementelor, se poate admite valabilitatea principiului tertului exclus in
sistemele finite, ceea ce echivaleazd cu a accepta ci principiul nu poate fi fals™.
Valabilitatea principiului acoperd si sistemele finite partial determinate, iar
concluziile obtinute pe aceastd baza pot fi confirmate in ipostaza in care intervalul
de timp destinat verificarii lor este unul suficient.

Valabilitatea absolutd a aplicarii principiilor si legilor logicii, inclusiv a
tertului exclus la multimi finite, reprezinta in conceptia lui Brouwer o extragere a
logicii clasice din domeniul finitului matematic, considerarea valabilitatii ei a
priori si aplicarea ei nejustificatd la domeniul transfinitului. Consecinta
caracterului a priori atribuit legilor logicii teoretice, scrie Brouwer, a fost ca, pana
nu de mult, aceste legi, inclusiv legea tertului exclus, au fost aplicate fara restrictii
si In matematica sistemelor i nimeni nu s-a lasat tulburat de aprecierea ca
rezultatele obtinute pe aceastd cale nu mai sunt in genere accesibile verificarii
empirice, nici teoretic §i nici practic, iar pe aceastd baza au fost construite vaste
teorii false, n special in ultima jumatate de secol.

2l L.E.J. Brouwer, On the significance of the principle of excluded middle in mathematics,
especially in function theory, in From Frege to Gédel, Havard University Press, Cambridge,
Massachusetts, 1967.

22 Al. Surdu, op. cit., p. 76.
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An a priori character was so consistently ascribed to the laws of theoretical
logic that until recently these laws, including the principle of excluded middle,
were applied without reservation even in the mathematics of infinite systems
and we did not allow ourselves to be disturbed by the consideration that the
results obtained in this way are in general not open, either practically or
theoretically, to any empirical corroboration. On this basis extensive incorrect
theories were constructed, especially in the last half-century.”

Referiri la principiul tertului exclus face si in mai multe lucrdri ale sale
prezentdnd, asa cum mentioneaza si Al. Surdu, si anumite variante, care sunt
formulari ale unor aplicatii matematice ale principiului in domenii mai mult sau
mai putin restranse. De exemplu, o variantd a principiului simplu al tertului exclus
este enuntata in domeniul raportului dintre entitdtile matematice si proprietatile lor,
in care principiul este valabil in raport cu o anumita entitate data.

Fiecare atribuire T a unei propozitii la o entitate matematica poate fi judecata,
adicd poate fi demonstrata sau redusi la absurd”.

Odata facuta distinctia Intre domeniul infinitului si domeniul finitului privind
valabilitatea de aplicare a principiului tertului exclus, ar rdmane cercetarea
infinitului, problema asupra céreia, dupd cum mentioneaza Al. Surdu, Brouwer nu
insista, si care are va fi abordata in linii mari de catre A. Heyting®.

In linii mari, neacceptarea in mod rigid a aplicabilitatii universale a
principiilor logicii, in spetd limitarea sferei de valabilitate a principiului tertului
exclus la domeniul finitului, constituie in cadrul pozitiei intuitioniste, solutia la cea
de-a doua categorie de surse ale paradoxurilor, respectiv aplicarea incorectd a
principiilor logicii. Alaturi de o tratare a corectd a obiectului matematic, cele doua
conditii fac imposibila, 1n perspectiva intuitionista, aparitia paradoxurilor.

In cadrul criticii pe care o face formalismului, suspiciunea brouweriana este
indreptata catre necesitatea formalistd a demonstratiei caracterului non-contradictoriu
al matematicii, care reprezinta de facto scopul declarat al formalismului si ia forma
intrebdrii despre posibilitatea existentei unor teorii incorecte necontradictorii.
Acuzatia adusd formalistilor vizeazd practicarea incorectdi a matematicii.
Posibilitatea teoriilor incorecte necontradictorii ar plasa aceste teorii in afara sferei
criticii formaliste, iar nerespingerea si mentinerea lor ar da posibilitatea
introducerii de noi astfel de teorii incorecte, fara a mai fi generate paradoxuri.

Prin urmare, distinctia intre existenta matematicd §i noncontradictie
reprezinti, asa cum noteazi si Al. Surdu, o prima tezi in critica formalismului. In
fond, perspectiva conceptului intuitionist fundamental de existenta a obiectului
matematic plaseazd oarecum din start intuitionismul pe pozitii antiformaliste.

BLEJ Brouwer, op. cit., p. 336.

% L.E.J. Brouwer, Consciousness, philosophy and mathematics, Proc. X-th Intern. Congress of
Philosophy, Amsterdam, 1948, p. 244.

% Al. Surdu, op. cit., p. 79.
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Plasandu-se in aceeasi sferd a confundarii obiectului matematic cu logica formala,
fara s ajunga la paradoxuri, formalismul nu poate totusi evita posibilitatea teoriilor
incorecte, catd vreme $i matematica, si logica sunt practicate ca un simplu joc de
semne fard nicio semnificatie.

Rezumand, critica formalismului se pastreaza in cadrul acelorasi linii mari ale
doctrinei intuitioniste: pe de o parte, identificarea existentei matematice cu
noncontradictia conduce la practicarea incorecta de catre formaligti matematicii. Pe
de altd parte, aplicarea nerestrictiva a principiului tertului exclus are ca rezultat
practicarea incorectd a logicii. O cerintd intrinseca a criticii formalismului este
recunoagterea faptului ca justificarea (de continut) a matematicii formaliste prin
demonstratia necontradictiei sale ar contine un cerc vicios; aceasta justificare se
bazeaza pe validitatea (concretd) a afirmatiei ca din necontradictia unei propozitii
decurge validitatea acestei propozitii, adicd se bazeaza pe validitatea (concretd) a
principiului tertului exclus™.

Abordarea intuitionista a obiectului matematic va fi una de tip constructiv.
Calculul mental este anterior limbajului si poate fi exprimat ulterior pe cale
lingvistica, ceea ce nu este insa nici esential, nici obligatoriu, limbajul avand rol de
simplu insotitor al constructiilor matematice nelingvistice. In constructivismul
brouwerian primeaza experimentarea adevarului, care abia ulterior poate fi
exprimat; cuvintele sau complexele de cuvinte care ar exprima adevaruri nu
exprima aceste adevaruri Tnainte ca ele sa fie experimentate.

Intuitia de baza a matematicii, asa numitul prim act al intuitionismului, este
un produs al matematicii ca activitate nelingvisticd esentiala a mintii, avand
originea 1n perceptia unei miscari a timpului. Este forma goald a substratului
comun al oricarei dualitati, ndscutd din scindarea unui moment de viata in doua
lucruri distincte, dintre care unul cedeaza locul celuilalt, dar este retinut de
memorie, dualitate golita de orice calitati*’.

Prin ceea ce Brouwer numeste al doilea act al intuitionismului este
recunoscutd posibilitatea de a genera noi entititi matematice, in primul rand in
forma succesiunilor care inainteaza catre infinit py, p,, ... , §i care sugereazi, asa
cum aratd §i Al. Surdu, o categorie de intuitii de gradul doi, termenii acestor
succesiuni care Tnainteaza catre infinit fiind alesi dintre cei deja obtinuti.

In timp ce teoria intuitiei are un caracter constructiv, teoria logici a
demonstratiei este supusad unui procedeu distructiv, intrucat asupra ei se manifesta
si de aceasta data indoiala brouweriand, care vizeaza atat demonstratia de tip
indirect (reductio ad absurdum) ca metoda universal valabila, cat si demonstratia
axiomaticd, care ar produce formule care nu sunt intotdeauna valabile. Simpla
demonstratie directd este identicd cu dovada sau constructia intuitiva. Chiar daca
atingerea scopului programului intuitionist implica proceduri si concepte destul de
dificile, iar legitimitatea lor nu trebuie probata nici pe cale logicd si nici prin
formalizare, problema care se pune intr-un cadru mai larg este aceea a posibilitatii

6 1 E.J. Brouwer, Consideratii intuitioniste asupra formalismului, 1928, fragment reprodus in
O. Becker, op. cit., p. 365.
7 Al. Surdu, op. cit., p. 83.
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unei descrieri formale a regularitatilor care apar in metoda de gandire intuitionista.
Cu alte cuvinte, este vorba de posibilitatea elaborarii unei logici a matematicii
intuitioniste, deosebitd de logica matematicd obisnuitd si in cadrul careia toate
tezele intuitioniste sa fie respectate.

Problema pe care Brouwer o lasd deschisa este, dupa cum arata si Al. Surdu,
posibilitatea elaborarii unui sistem axiomatic in care sa fie evitatd deducerea
expresiilor care nu sunt universal valabile. Incercarile ulterioare in aceasta privinta
s-au concretizat in doud orientéri. Pe una dintre aceste doua cdi, plasatd oarecum in
acord cu linia lui Brouwer, pornind de la premisa cd formalizarea completa a
intuitionismului este imposibila, s-a incercat formalizarea unora dintre ideile
acestuia, sistemele obtinute pe aceastd cale fiind considerate simple mijloace
auxiliare de comunicare §i ordonare a rezultatelor deja obtinute in matematica
intuitionistd. Cea de-a doua abordare s-a dovedit nu numai diferita, dar chiar
contrara ideilor lui Brouwer, urmarind o formalizare totala a intuitionismului, prin
excluderea ca inexact a tot ceea ce nu poate fi formalizat, sau o reinterpretare
formalista a ideilor intuitioniste, care isi pierd astfel specificul, considerandu-se ca
sistemele astfel obtinute ar reprezenta intuitionismul propriu-zis. De fapt, aceasta
orientare este in mod evident de natura formalista i poate fi numita, agsa cum arata
Al. Surdu, formalism neointuitionist.

Avand 1n vedere particularititile doctrinei intuitioniste, S. Korner considera
ca logica intuitionistd este un bilant post factum al principiilor de rationament care
au fost utilizate in constructiile matematice. Fatd de logicism, in care principiile de
rationament sunt formulate ca reguli fata de care sistemul trebuie sa se conformeze,
iar matematica este justificatd prin apelul la logica, intuitionismul admite ca
viitoarele constructii matematice, care fiind intuitive nu sunt problematice, ar putea
incorpora principii pana atunci neformulate si neprevazute, in fapt fiind vorba de o
justificare a logicii facand apel la constructii matematice. Astfel cd obiectul
preocupdrilor intuitionismului nu este logica in general, ci logica matematica, nu cu
sensul de logicad generala matematizata, ci ca formulare de principii intrebuintate n
constructia matematica™. In aceastd privinta, S. Komer este de parere ca sistemele
formale, produse de catre intuitionisti care au fost §i sunt obiecte ale cercetarii
metamatematice, sunt considerate chiar de catre acestia ca subproduse lingvistice
ale activitdtii esentialmente independente de limbaj a matematicii si avand Intr-un
fel mai mult o valoare pedagogica. In acelasi timp, din punct de vedere formal,
lasdnd deoparte orice interpretare intentionatd a simbolurilor, formulelor si
regulilor de transformare, se poate vorbi de logica intuitionista ca un subsistem al
logicii clasice, mai ales 1n cazul unor sisteme formale care au fost construite inter
alia de a izola principiile si regulile de inferenta intuitioniste din clasa mai larga a
principiilor si regulilor adoptate de logicieni clasici si neintuitionisti*.

Revenind asupra tezelor fundamentale ale intuitionismului, se poate mentiona
in concluzie ca incercarile concrete de formalizare s-au bazat numai pe anumite
teze, care, rupte de contextul lor, si-au pierdut uneori semnificatia originara, ceea

23, Kérner, op. cit., p. 173.
® Ibidem, p. 174.
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ce lasa posibilitatea ca sistemele altfel construite sd producd consecinte contrare
doctrinei intuitioniste. De aici a rezultat necesitatea elaborarii prealabile a unei
teorii logice intuitive a matematicii intuitioniste, a carei fundamentare sa rezide in
respectarea stricti a tuturor tezelor intuitioniste. In favoarea unei astfel de teorii
pledeazd si logicianul roman Al. Surdu, care, in lucrarea Elemente de logica
intuitionista (1976), incearcad sd demonstreze tocmai posibilitatea unei astfel de
teorii intuitive, urmand liniile directoare trasate chiar de Brouwer si avand ca reper
respectarea paralelismului matematico-lingvistic. Chiar dacad teoria intuitiva, in
forma expusa 1n lucrarea citatd, nu este completd, asa cum noteaza chiar autorul, ea
poate fi dezvoltatd, deosebit de interesante fiind restrictiile cu privire la
rationamente §i formule perfect valabile, dar fara semnificatie intuitionista.

Intreaga teorie, in genere, ofera un tablou cu totul original fatd de cel obisnuit
din matematici. In ciuda faptului ci pentru matematicianul intuitionist nu
prezintad un interes special, teoria intuitiva oferd logicianului un teren de
investigatie destul de rodnic®.

Reprezentative pentru studiul logicii intuitioniste, din perspectiva formalizarii
acesteia, sunt incercdrile de formalizare a calculului logic intuitionist de catre
Arend Heyting (1930). Acestea vor fi prezentate In continuare din perspectiva
logicilor polivalente.

LOGICA INTUITIONISTA CA LOGICA POLIVALENTA

Asa cum am mentionat in capitolul referitor la logica intuitionista,
reprezentative pentru studiul acesteia, din perspectiva formalizarii, sunt incercarile
de formalizare a calculului logic intuitionist de catre Arend Heyting (1930).
Inscriindu-se pe linia doctrinei intuitioniste a independentei matematicii de limbaj,
care, prin consecintele sale, nu admitea posibilitatea construirii unui sistem formal
incheiat si final, Heyting nu are pretentia ca rationamentul matematic sa fie limitat
pentru totdeauna la argumente de tipul celor prezentate in formalizarea sistemului
sdu axiomatic. De altfel, Heyting nu a fost singurul care a incercat constructia unei
logici intuitioniste insd, avand in vedere cd si-a inceput activitatea stiintifica cu
lucrari de matematica intuitionistd, Incercarea sa vine oarecum din interiorul
intuitionismului. Desi directia cercetarilor sale in domeniu nu a fost strict
directionatd pe linia inauguratd de Brouwer, sistemul sdu avea sa fie acceptat de
Brouwer ca un rezumat corect al principiilor logice utilizate in matematica
intuitionista la vremea respectiva’'. Linia inaugurata si urmati de Heyting este cea
a interpretdrii intuitioniste a geometriei proiective, o cale care duce in mod firesc la
problema axiomatizarii intuitioniste a geometriei si in general la problema unui
sistem axiomatic de tip intuitionist, ceea ce, dupd cum noteaza si Al. Surdu, nu
intra in preocupdrile celorlalti intuitionisti’*.

39 Al. Surdu, op. cit., p. 163.
31 W. Kneale, M. Kneale, Dezvoltarea logicii, vol. 11, Editura Dacia, Cluj, 1975, p. 314.
32 Al. Surdu, Elemente de logicd intuitionistd ..., p. 36.
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Expunerea sistemului de logicd intuitionista al lui Heyting, notat simbolic
2y > este precedatd de unele precizari care urmaresc acordul cu tezele intuitioniste
fundamentale. In concordantd cu primele trei din aceste teze, expuse anterior,
Heyting precizeaza cd matematica intuitionistd, fiind o activitate pentru care, in
mod exclusiv, orice limbaj nu este decat un mijloc auxiliar de comunicare,
constructia unui sistem formal echivalent cu logica intuitionistd este principial
imposibila, cici posibilitatile gandirii nu pot fi reduse la un numar finit de reguli
stabilite in prealabil. In plus, reconstructia matematicii nu ar necesita stabilirea
unor legi logice universal valabile, intrucat aceste legi sunt redescoperite in fiecare
caz particular ca fiind valabile, sau nu, in functie de domeniul in care se lucreaza,
ceea ce aminteste de continutul tezei (IV). In aceste conditii, scopul incercarii de a
reda cele mai importante parti din matematica intr-un limbaj formalizat raméane
acela de a profita de avantajele evidente ale simbolismului fatd de limbajul uzual.
Cu toate acestea, Heyting construieste un sistem pe care el insusi il numeste
formalist; in plus, asa cum remarca si Al. Surdu, nu porneste aceastd constructie
pornind de la fundamentele intuitioniste, matematica intuitionista si tezele pe care
aceasta le implica, ci de la rezultatele obtinute de catre M.V. Glivenko, care
elaborase anterior un al doilea sistem axiomatic intuitionist’.

O particularitate a sistemului Xz, o constituie semnificatia constantelor si
variabilelor care, spre deosebire cele obisnuite, ar desemna perceptii matematice.
In plus, operatiile calculului intuitionist au alta semnificatie decat cea formalista; in
primul rand, ele nu pot fi definite unele prin altele, cum de exemplu in logica lui
Russell implicatia si conjunctia erau introduse cu ajutorul negatiei si disjunctiei
prin echivalente. Cat priveste echivalentele corespunzitoare logicii bivalente, in
sistemul intuitionist acestea nu mai au loc.

NOTIUNILE PRIMITIVE ALE SISTEMULUI X, 3

Conjunctia ,, A", p A q se citeste ,,p si ¢” poate fi asertatd daca si numai daca
atat p cat si g pot fi asertate.

Disjunctia ,,v 7, pV q se citeste ,,p sau ¢ poate fi asertatd daca si numai daca
cel putin una din propozitiile p sau g poate fi asertata. Spre deosebire de disjunctia
clasica, disjunctia 1n cazul intuitionismului reprezintd o comunicare incompleta a
unei afirmatii care spune cé p are loc sau ¢ are loc sau, cel putin, care da o metoda
prin care sd putem alege care dintre cele doua propozitii — p si g — are loc.

Negatia ,,~”,~p se citeste ,,non-p” sau ,,p este absurd” si exprima faptul ca o
contradictie ¢ si non-¢g rezultd din p printr-un rationament intuitionist, sau mai
explicit, ca cineva posedd o metoda care, dintr-o demonstratie a lui p, ne furnizeaza
o demonstratie a unei contradictii ¢ si non-q.

Implicatia ,,©”, pD g se citeste ,,p implicd ¢~ sau ,,dacd p, atunci ¢ si
exprima faptul ca printr-un rationament intuitionist din p rezulta ¢, sau mai explicit,

33 Ibidem.
3% A. Heyting, Intuitionism — An Introduction, North Holland Publishing Company,
Amsterdam, 1956, pp. 97-99.
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ca cineva posedd o metoda prin care din orice demonstratie a lui p se poate obtine o
demonstratie a lui g.

Literele a, b, ¢ ... vor simboliza propozitii. Pentru delimitarea razei de
actiune, in cadrul formulelor sunt utilizate puncte, iar pentru echivalentd Heyting
utilizeaza semnul implicatiei reciproce ,,> .

Semnul ,, |—” este utilizat ca semn de asertiune, si se pune 1n fata unor
propozitii demonstrate. In cazul axiomelor, care sunt admise fara demonstratie, initial
Heyting a folosit semnul pentru asertiune dublat ,, |—|—”, la care apoi a renuntat
folosind in ambele cazuri semnul pentru asertiunea simpla.

AXIOMELE SISTEMULUI Xy,

(Az1) |—|—.a3a/\a

(A2n)  FFanbobac

(Az12) |—|—.an.D.a/\c:b/\c

(Az.13) |—|—.an.Ab:>c.:>.a:>c

(Az14) |-|- bD.adh daca b este adevarat, atunci b este implicat
de orice propozitie a.

(Az15) |— |— an.a>b.ob daca a este adevdrat si a implica b, atunci b
este adevarat.

(As)  FFaoavh

(As) bR avbobva

(As10) |—|—.a3c./\.b:>c.3.avb3c

(As1) |-|- .a>D.a>b dacd o operatie este falsd ,,—a”, atunci ea
implica orice propozitie b

(As11) |— |— .a>b. A.ad—b. D—a  dacd a implica b si, In acelasi timp,
a implicd —b, atunci a este falsd sau daca dintr-o propozitie se pot deriva doua
propozitii contradictorii, atunci ea este falsa.

Axioma (A,,14) exprimd principiul silogismului. Din aceste axiome, printr-un
sir de operatii simple, se pot obtine teoremele. Ca reguli de operare sunt utilizate
urmatoarele reguli: adjunctia, modus ponens si regula de substitutie.

Daca a si b, atunci a A b este adevarata (adjunctia)

Daca a si a D b sunt adevarate, atunci si b este adevarat (modus ponens)

(Ej a indica inlocuirea 1n formula a variabilei x prin semnul p (substitutia)

X
Formula a=p b este o definitie. O definitie permite inlocuirea unei formule
intr-o altd formula in care figureazd primul membru al definitiei cu prin al doilea
membru al definitiei si invers chiar daca membrii definitiei sunt formule intregi.
2.01 a>cCcb=p.adDb. ANbDa
Semnul pentru echivalenta ,, > C” este definit ca implicatie reciproca a doua
propozitii; a spune cd doud propozitii sunt echivalente inseamna a spune ca prima
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propozitie o implica pe a doua si, in acelasi timp, a doua propozitie o implicad pe
prima.

Independenta axiomelor este demonstrata de catre Heyting prin intermediul
metodei lui P. Bernays. In prima instanta sunt cautate elementele matematice, cum
ar fi numerele intregi, care sunt grupate, aceste elemente devenind ulterior valori
ale unor matrici arbitrare. Pe baza acestor matrici arbitrare se aratd ca una dintre
axiome nu obtine aceeasi valoare constanti pe care o obtin toate celelalte™.

Pentru a demonstra independenta axiomei (A, ), Heyting alege ca elemente
cifrele: 0, 1, 2 si alcatuieste urmatoarele matrice arbitrare:

M oo 1 2 Al0o 1 2 v012ﬁ|012
0 /000 01]0 11 01000 ‘101
1 /202 1|1 11 1012
2 /200 2|1 11 21]022

Pentru a demonstra independenta axiomei (A, 14) alege aceleasi elemente, dar
alte matrici arbitrare, si anume:

V)y o|l01 2 AlO 1 2 v012ﬁ|012
0 /000 01]010 01]000 ‘101
1 /101 1|1 11 1010
2 /101 21010 21000

Pentru a demonstra independenta axiomei (A, ;) alege ca elemente pe 0 si
toate numerele intregi pozitive; pentru (A, 1,) alege pe O si toate numerele intregi
pozitive si negative s.a.m.d. Prin aceeasi metoda, alegand elementele 0, 1, 2 si
matricele arbitrare:

V) o012 AlO 1 2 v012ﬁ|012
0 /000 0[]0 12 01000 ‘101
1 101 1|1 11 1012
2 1200 2212 21022

Pentru a evidentia diferenta dintre calculul intuitionist §i cel obisnuit vom
reda in continuare cateva teoreme referitoare la negatie ,,~ si la terful exclus™.

35 Al Surdu, op. cit., p. 38.
3% A. Dumitriu, Logica polivalentd ..., pp. 221-223.
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4.01F.—a =p . ~(—a)

4.2 |- .a> b.D . ~b> —a(regula transpozitiei fatad de implicatie)

4.24|-.a3 b. A—b. D —a daca a implicd b si in acelasi timp b este fals,
atunci a este fals

43 |— .a> —a o propozitie absurdd a implica dubla absurditate a lui a
(axioma lui Brouwer)

4.4. |-.a/\ﬁa:>b

4.45 |- .av-a.D.a>Da dacd pentru o propozitie a principiul
tertului exclus (prima parte a formulei ,,a v —a”) este valabil, atunci este valabila
pentru acea propozitie si ——a D a, care este conversa axiomei lui Brouwer.

4.8. |- T(a v —a)

481 | —(—a>a)

482 F.av—a>h. o.—~b

4.83 |— .av—-a>D~b. D.7b *principiul tertului exclus poate fi utilizat
totdeauna in demonstratia unei propozitii negative.
49 }.a>b. o~(av-b)

491 }.avb. >—~(—av—b)
492 }.anb. >—~(—av-—b)

Cele trei valori care se pot atribui propozitiilor sunt: adevarat (0), fals (1) si o
a treia valoare — valoarea unei propozitii care nu poate fi falsa, dar al carei adevar
nu este dovedit (2). In acest sens, sistemul lui Heyting este o logicd trivalentd.
Scopul este ca toate teoremele demonstrate sa fie tautologii in raport cu matricele
conectorilor redate mai jos. A. Dumitriu remarca faptul cd pentru atingerea acestui
deziderat era suficient ca: 1) cele 11 axiome sd fie tautologii, 2) matricea
conjunctiei sa fie astfel definita incat 0A0 = 0 si 3) matricea implicatiei sa fie
astfel definita incat 0> b = 0 numai atunci cand b = 0.’

Negatia (—) Conjunctia (N) Disjunctia (V) Implicatia (D)
alo 1 2 anblo 1 2 avblo 1 2 ash|0o 1 2
~a |1 0 1 0o jo12 0 loo0o 0o [o 1 2
1 1 1 1 1 01 2 1 0 0 O
2 2 1 2 2 0 2 2 2 0 1 0

37 Ibidem, pp. 224-226.
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In matricea implicatiei, valorile antecedentului sunt trecute pe prima coloani
din stanga, iar cele ale consecventului pe primul rind de sus. Analog sunt si
valorile pentru ceilalti conectori. In tabelele matriceale redate mai sus, celulele
evidentiate cu alta culoare indica pentru fiecare conector submatricea corespunzatoare
situatiilor pentru care acestia iau numai valorile adevarat si fals.

Din analiza matricei implicatiei se poate observa ca submatricea evidentiata
prin altd culoare coincide cu implicatia clasicd, ceea ce inseamnd ca definitia
matriciala data implicatiei de Heyting este o generalizare a celei clasice. Din aceeasi
matrice reiese ca adevarul este implicat de orice, inclusiv de o propozitie care are
valoarea 2, si falsul implica orice, inclusiv o propozitie care are valoarea 2. Dupa
cum poate observa, in afard de situatia 0 D 1, raman doud cazuri in care implicatia
nu este adevdrata:

— cand ambii termeni iau valoarea 2, iar implicatia 2 > 2 are valoarea 2 (ceea
ce corespunde interpretarii semnificatiei data valorii 2);

— cand antecedentul are valoarea 2, iar consecventul valoarea 1.

Acest al doilea caz, remarca A. Dumitriu, este singurul in care matricea lui
Heyting difera de cea a lui Lukasievicz™.

Redam in tabelele de mai jos matricele functorilor fundamentali din sistemul
logicii trivalente a lui Jan Lukasievicz, In cazul cdrora cele trei valori de adevar:
adevarat (1), fals (0) si posibil (/2). Pentru compararea corecta a matricelor celor
doua sisteme trebuie tinut seama de faptul cd, in sistemul lui Heyting, simbolurile
pentru valorile clasice de adevar sunt inversate, acesta atribuind pentru adevarat
semnul 0, pentru fals semnul 1 si semnul 2 pentru a treia valoare specifica
sistemului de calculul intuitionist, explicitata mai sus. De asemenea, ca si in cazul
matricelor sistemului lui Heyting am indicat prin altd culoare submatricele
corespunzatoare valorilor clasice bivalente.

Negatia (N) Conjunctia (K) Disjunctia (4) Implicatia (C)
P Np K|1 0 % 411 0 % c|i1 0 %
1 0 1 {1 0 % 1|1 1 1 1|1 0 %
0 1 0/0 0 O 0|1 0 % o1 1 1
Ya Y il 0 % il % A il % 1

Matricele conjunctiei si disjunctiei coincid si ele cu generalizarile logicianului
polonez, diferentele survenind in cazul negatiei care nu poate fi falsa, dar nici
doveditd ca adevarata. Prin intermediul matricelor sistemului lui Heyting se poate
calcula valoarea de adevar a oricarei formule atunci cand variabilelor propozitionale
ale acestora li s-au atribuit anumite valori de adevar.

in cazul axiomelor se poate calcula ci toate cele 11 axiome sunt tautologii, iar
cu aceasta se poate considera ca cele trei conditii enumerate mai sus sunt

38 Ibidem, p. 225.
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indeplinite in sistemul lui Heyting. Astfel, considera A. Dumitriu, putem conchide
ca orice teoremd intuitionistd, adicd orice formuld demonstrabila in logica lui
Heyting, este o tautologie fatd de matricele sale trivalente™. Nu toate legile logicii
clasice sunt tautologii in sistemul intuitionist; pe langa principiul tertului exclus si
legea dublei negatii deja amintite, isi pierd valabilitatea si alte legi, cum sunt:
transpozitia, echivalenta materiald, una din legile lui De Morgan s.a.

Cu ajutorul matricelor astfel obtinute se poate demonstra, aga cum arata si A.
Dumitriu, ca n sistemul intuitionist al lui Heyting principiul tertului exclus nu
poate fi demonstrat ca teoremi®’. Principiului tertului exclus este exprimat prin
formula a v —a. Conform matricelor negatiei si disjunctiei, in formula a v —a, pentru
a=2seobtine2v—2=2 v1=2, ceeace inseamnd cd a v ~a nu este tautologie.

In cazul dublei negatii —a, intrucat ——a este adevirata, iar adevarul lui a nu
poate fi demonstrat, din =« nu se poate deduce a, ceea ce Inseamna ca nici dubla
negatie nu este lege logica. In acest sens, din perspectiva logicii lui Russell, prin
legea dublei negatii se intelegea echivalenta p = ~(~p), care putea, in logica
bivalenta, fi descompusd in doud implicatii: p>~(~p) si ~(~p)>D p. Prin
transpunerea acestora in logica lui Heyting, prima se regaseste sub forma teoremei
43 |- .a>~a, In timp ce a doua, ——a>a, nu apare in lista propozitiilor
adevarate. Matriceal pentru cazul in care a ia valoarea 2, ——a D a va avea valoarea:
—252="1D52=0D2=2.

Din aceasta privintd, o comparatie la nivel general a logicii intuitioniste cu
logica clasica, avand in vedere cel putin aspectul neacceptarii principiului tertului
exclus in cea dintai, poate duce la constatarea ca aceasta este constituitd intr-un fel
ca o parte a logicii clasice. A. Dumitriu aminteste 1n aceasta directie de O. Becker,
care traducand conectorii logicii intuitioniste 1n cei ai logicii bivalente a Iui Russell, a
constatat ca toate teoremele intuitioniste devin tautologii (deci teoreme) ale logicii
bivalente®. In plus, in ipoteza ci s-ar putea face abstractie de semnificatiile diferite
acordate operatorilor logici, ar reiesi ca principiile valabile 1n logica intuitionista isi
pastreaza acest caracter si in logica clasica, fara ca reciproca sa fie valabila.

Dificultatea demersului comparativ al celor doua tipuri de logica apare odata
cu faptul ca logica lui Heyting este una trivalentd si, asa cum remarca si
A. Dumitriu, nu toate formulele valide in aceastad interpretare (tautologice in raport
cu calculul matriceal al lui Heyting) pot fi deduse din cele 11 axiome ale logicii
intuitioniste. In acest sens, se poate spune ci sistemul este incomplet in raport cu
aceasta interpretare.

K. Godel este cel care intreprinde primele interpretari, din perspectiva pur
formalista, ale logicii intuitioniste. Pornind de la premisa ca nu exista o interpretare
prin matrice finite de adevar pentru expresiile calculului sistemului X, Godel
considera la nivel metalogic ca intre X, si ¢ (sistemul clasic) ar exista un numar
infinit de alte sisteme. Interpretdrile metalogice de tip formalist ale sistemului X,
asa cum precizeaza si Al. Surdu, nu contravin cu nimic teoriei intuitive a logicii

3 Ibidem, p. 225.
0 Ibidem, p. 228.
4 Ibidem, p. 235.

76



intuitioniste, din punct de vedere intuitionist, fiind dovedita posibilitatea elaborarii
unei teorii intuitive in varianta lui Brouwer, in care sa nu se opereze cu valori de
adevar. Din perspectiva formalistd se demonstreaza cd una dintre sistematizarile
formale ale acestei logici, sistemul X, contine expresii care nu pot fi interpretate
valoric®.

Incercand transcrierea expresiilor intuitioniste in termeni uzuali ai logicii
propozitiilor si addugénd sistemului clasic . conceptul ,p este demonstrabil”, notat
»Bp”, Gbdel considera ca sistemul X, astfel obtinut poate fi dedus din sistemul
calculului intuitionist X, prin transcrierea conceptelor de bazi. In masura in care
Y, nu urmeaza transcrierea formulei p V~p, trecerea in sens invers, de la X, la
Xy, nu este posibila. Corespondentele obtinute prin transcriere sunt urmatoarele:

~p ~Bp
PoOq Bp—Bg
P Vg Bp V Bg
PAg Bp&Bg

Importanta contributiei lui Godel, subliniazd Al. Surdu, consta in punerea in
evidenta a faptului ca nu este suficienta excluderea arbitrard a legii tertului exclus
pentru ca X, sd devina X, ci pentru aceasta ar fi necesara si o interpretare speciald
a variabilelor. Interpretarea prin intermediul conceptului ,,p este demonstrabil” (Bp)
este, dupa parerea Iui Al. Surdu, destul de vaga, intrucat sugereaza excluderea din
cadrul sistemului clasic £ a tuturor propozitiilor care nu pot fi demonstrate sau
negarea lor (~Bp), nespecificindu-se daca este vorba despre propozitii matematice
sau despre propozitii obisnuite. In plus, ar riméane deschisa problema propozitiilor
care nu sunt nici Bp, nici ~Bp, care, la randul ei creeaza anumite dificultati. Pentru
evitarea lor, metioneazd Al. Surdu, Godel considerd cd X, ar fi echivalent cu
sistemul implicatiei stricte al lui Lewis, in conditiile in care Bp ar fi interpretat ca
»este necesar p” ( [p) adaugind totodata sistemului axioma 9. adaugata de Becker
celor sapte axiome ale sistemului lui Lewis S;, obtinandu-se sistemul Sy: necesitatea
implicd strict necesitatea necesitatii Jp < CIp®.

Ceea ce prezintd insa interes din punct de vedere logic in cazul rezultatelor
lui K. Godel, asa cum arata si Al. Surdu, este incercarea acestuia de a transcrie
operatiile clasice 1n operatii intuitioniste, nu in mod direct, prin intermediul
operatorilor analogi (,,—”/,,”>,,V’/,Vv”, &/ ,A” si ,~" prin ,,=), ci prin
intermediul altor operatii clasice echivalente, exceptand negatia si conjunctia care sunt
identice, si care sunt transcrise direct*. In acest mod se obtin urmatoarele formule:

P P
p—q9  —(pAr7q)
rVqg —(pr—q)
p&q PAg

“2 Al. Surdu, op. cit., p. 105.
* Ibidem, p. 106.
* Ibidem, p. 111.
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Godel a constatat cd toate tezele logicii clasice care contin numai negatia si
conjunctia sunt valabile in logica intuitionistd. Inclusiv tertul exclus, pv —q, s-ar
regisi ca teoremd intuitionistd, conform abrevierilor de mai sus, in formula:
—(—p A—q), care poate fi dedusa, cu ajutorul teoremelor 4.44. si 4.2, din teorema
4.8. Orice formuld clasica poate fi transcrisa in maniera logicii de tip intuitionist,
atdt timp cat o formuld este adevaratd in logica formalista, va fi valabila
intuitionistic si transcrierea ei. Reddm mai jos legea tertului exclus si dubla negatie
care transcrise 1n acest mod devin valabile din punct de vedere intuitionist:

pV~p “(pATP) tertium non datur
~~p —p ~(—pA~p) duplex negatio

Rezultatele cercetarilor comparative ale lui Kurt Godel readuc in atentia
cercetatorilor din domeniu ideea cd logica de tip intuitionist include logica
formalista. Valoarea acestor rezultate insa, considerda Al. Surdu, nu ar fi decat una
din perspectiva pur formalista, ceea ce nu este insd de neglijat cel putin din aceasta
perspectiva.

Cu toate acestea, articolul lui Godel a oferit formalistilor o noud problema,
respectiv aceea de a hotari care din cele doua logici (intuitionista sau formalistd) o
contine pe cealalta. Posibilitatea aparitiei unei astfel de probleme este garantatd de
interpretarea pur formalistd logicii intuitioniste*’.

O cercetare mai amanuntitd din acest punct de vedere a fost intreprinsa de
catre Jan Lukasievicz, interesul fatd de aceastd problemd fiind amplificat de
conceptia sa asupra logicii, care, asa cum noteazd si A. Dumitriu, nu este pentru
logicianul polonez o stiinta a legilor gandirii sau al legilor vreunui alt obiect real, ci
un instrument care ne permite si derivam din anumite premise anumite concluzii*®.
O astfel de perspectivd asupra logicii pare mult mai deschisa spre constructiile
propuse sub forma altor sisteme logice decét sistemul clasic bivalent, o dovada
certa 1n acest sens fiind logica trivalenta pe care o propune in studiul modalitatilor.
Plasat intr-un astfel de orizont, pare oarecum firesc interesul pentru solutia de tip
intuitionist pe care o considerd mai bogata si prin urmare mai puternica decat cea
clasica.

Pornind de la ideea cd un sistem formalist care, 1n virtutea identitatii
variabilelor si operatorilor, ar contine numai conjunctia si negatia, ar fi un sistem
intuitionist, a proba aceastd teza, Lukasievicz construieste mai multe sisteme
corespunzand sistemului logicii de tip intuitionist. Este vorba de un sistem
intuitionist echivalent cu X, care poate fi notat, dupa Al. Surdu, cu X;;, un sistem
partial intuitionist care contine numai conjunctia §i negatia, notat in aceeasi
manierd X, precum si un sistem X;., bazat numai pe implicatic si negatie,
identificat cu teoria clasicd a deductiei. Al. Surdu aratd cd aceste sisteme sunt

* Ibidem, p. 113.
4 A. Dumitriu, op. cit., p. 239.
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precizari prin mijloace axiomatice ale rezultatelor lui Godel, in sensul ca ,,logica
formalista (clasicd), respectiv Z;. (redatd prin negatie si implicatie), este o parte a
unei parti X;, (negatie si conjunctie) a logicii intuitioniste, respectiv a sistemului
zHy”-47

Lukasievicz reformuleaza sistemul axiomatic al calculului intuitionist propus
de Heyting, propunand pentru Xz, 10 axiome fatd de cele 11 cuprinse in varianta
originald. Acestea sunt exprimate folosind propria simbolisticd, in cadrul careia,
pentru a reda conectorii sistemului intuitionist, utilizeazd urmdtoarele notatii,
diferite fata de cele ale functorilor propriului sistem: ,,7” pentru conjunctie, ,,F”’
pentru implicatie, ,,O” pentru disjunctie, iar semnul pentru negatie ,,N”’ este pastrat.
Transcrise 1n aceastd simbolistica, axiomele propuse de Lukasievicz sunt redate
mai jos.

1. FqFpq

2. FFpFqrFFpqFqr
3. FTpgp

4. FTpqgq

5. FpFqTpq

6. FpOpq

1. FqOpq

8. FFprFFqrFOpgr
10. FpFNpq

Din cele 10 axiome, utilizdind ca reguli de inferentd substitutia si modus
ponens, pot fi deduse exclusiv, asa cum mentioneazd si A. Dumitriu, toate
teoremele lui Heyting. Ceea ce remarca si autorul roman, cu privire la rezultatul
obtinut de Lukasievicz, este proprietatea deosebitd a sistemului, in care nicio
teorema din care lipseste vreunul dintre cele patru simboluri nu necesitd pentru
demonstratie utilizarea vreunei axiome din grupul din care acest simbol nu este
prezent™. Fara a intra aici in detaliile concrete ale demonstratiilor, este de retinut ci
logicianul polonez indica anumite legaturi intre conectorii logicii clasice bivalente
si cei de tip intuitionist, pe care le include in demersul sdu de reformulare a
sistemului lui Heyting. Pentru exprimarea acestor legaturi foloseste unele artificii
menite sa asigure compatibilitatea intre cele doua tipuri de conectori, astfel incat
acestia sd poatd opera in acelasi sistem. Astfel, inlocuind functorul C (care in acest
caz nu mai are semnificatia din sistemul logicii trivalente, ci desemneaza implicatia
russelliand) in functie de conectivele intuitioniste 7" si N, cu ajutorul cirora a fost
definit, si utilizdnd ca reguli de deductie tot substitutia si modus ponens, logicianul
polonez reuseste sa demonstreze cd toate teoremele sistemului astfel construit
devin teoreme intuitioniste. In plus, asa cum remarca si A. Dumitriu, teoremele in
C si N sunt toate teoreme clasice in implicatia russelliana si In negatia bivalenta.
Autorul roman considera ca, 1n acest fel, s-ar putea obtine chiar toate teoremele

47 Al. Surdu, op. cit., p. 114.
*® A. Dumitriu, op. cit., p. 240.
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logicii clasice. Pentru exemplificare, A. Dumitriu indicd definirea conjunctiei si
disjunctiei din logica bivalenta, notate cu simbolurile lui Lukasievicz ,,K si ,,4”, in
functie de functorii C si &, explicitati mai sus. Kpg va fi scris NCpNg, iar Apq,
CNpgq, definitii inspirate din echivalentele clasice care indicd posibilitatea
transformdrii implicatiei in sume sau in negatii de produse logice: 4.63
~(p D ~q).=. p.q respectiv 4.64 |- ~pDgEpVay.

Concluzia lui Lukasievicz este ca teoria clasica a deductiei este inclusa in cea
intuitionista, iar legaturile dintre conectorii celor doua tipuri de logica, exceptand
negatia, care este comund in ambele, sunt de genul relatiei de implicatie in sens
intuitionist, Tn care conectorii intuitionisti implicd intuitionist pe cei clasici
corespunzatori, fara ca vreuna din reciprocele acestor relatii de implicatie sa fie
valabile. In acest sens, existd o diferentd de ,,putere” intre cele doud tipuri de
conectori, functorii clasici C, K, A fiind mai slabi decét cei corespondentii lor in
sens intuitionist, ceea ce inseamna cd la nivelul principiilor se poate vorbi de un
sens in legatura cu acestea: un sens ,,tare” si unul ,,slab”. A. Dumitriu exemplifica
indicand pentru principiul in sens tare al tertului exclus expresia ,,OpNp”
neacceptata de intuitionisti, care, In schimb, ar fi constrinsi sd accepte formularea
in sens slab ,,ApNp”, atata timp cat aceasta din urma este acceptatd ca teza in
sistemul lui Heyting”. Ceea ce trebuie insi precizat aici, este ca intelesul
principiului tertului exclus formulat ca ,,ApNp” depinde de intelesul acordat
functorilor disjunctie (4) si negatie (V) prin care este exprimat. In acest sens, A.
Dumitriu noteaza:

Este discutabil faptul ca in interpretarea lui Godel negatia intuitionistd si cea
clasicd se confunda, parand a urma de aici ca nu exista de fapt intre ele nici o
deosebire de sens. Cici, dupd cum am vazut, negatia este insusi punctul
sensibil atacat de Brouwer in discutia tertului exclus. Aceastd lacuna o vor
umple [...] interpretdrile modale, unde —, negatia intuitionistd, devine
imposibilitatea lui Lewis ¢ ~.»

Consecintele ce decurg din includerea logicii clasice in logica intuitionista
privind admiterea intr-o forma sau alta a ideii cd legea tertului exclus poate fi
demonstratd in teoria deductiei duc, asa cum aratd Al Surdu, la rezultate
contradictorii:

[...] legea tertului exclus este o formuld din sistemul %, ., In care disjunctia este
transcrisa prin implicatie conform relatiei (~pVp) = (p—p). Or, %, este o parte
a sistemului X;,, iar X;, o parte din X, ergo legea tertului exclus face parte
din Xz,. Se ajunge deci la urmatoarea contradictie: logica intuitionistd include
si exclude in acelasi timp legea tertului exclus. Contradictia dovedeste ca
incercarile de acest tip nu sunt valabile decat in momentul in care se renunta la
insusi fundamentul logic al teoriei intuitioniste.”"

¥ Ibidem, p. 242.
50 Ibidem.
ST AL Surdu, op. cit., p. 114.
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Esafodajul formalist, continua Al. Surdu, cade de la sine daci este interzisa,
in mod intuitionist, transcrierea operatiilor logice unele prin altele, concluzionand
ca jocul transcrierilor, perfect valabil in logica formalista, duce la complicatii daca
este aplicat fard discernamant in logica intuitionistd, prin introducerea unor
conventii greu de acceptat atat din punct de vedere intuitionist, cat si formalist™.

Cercetarile comparative ale sistemelor logicii clasice bivalente cu logica pe
care, din considerente de usurare a limbajului, am numit-o logica intuitionista, au
fost completate de comparatii ale acesteia cu logicile modale. Incercarile de a
interpreta logica intuitionista n calcule polivalente nu au condus la obtinerea de
rezultate remarcabile in sensul cd nu au reusit s aducd ceva in plus fatd de
calculele polivalente formaliste.

O interpretare modala a logicii intuitioniste a fost Intreprinsd de O. Becker,
care Incearca traducerea operatorilor lui Heyting in limbajul utilizat de C.I. Lewis,
efectudnd urmatoarele interpretari simbolice: implicatia ,,—” / ,,D”, conjunctia
»AN" 1,7, disjunctia ,,v 7/ ,, v 7, si negatia ,,~” /,,0 ~”.

Dupa cum se poate remarca, in traducerea sa, Becker atribuie implicatiei
intuitioniste ceea ce corespunde in sistemul lui Lewis implicatiei materiale si
implicatiei stricte, cum s-ar fi parut normal, iar corespondentul negatiei intuitioniste
este imposibilitatea. Prin intermediul acestor traduceri, Becker géseste ca primele
zece teze intuitioniste sunt teze 1n sistemul S; al lui Lewis. A. Dumitriu considera
ca aceastd corespondentd a axiomelor este evidentd pentru primele noud axiome,
intrucat prin traducerea implicatiei, conjunctiei si disjunctiei intuitioniste, axiomele
respective devin teze clasice, iar logica bivalenta este inclusd in S;, aratand ca si
ultimele doud axiome obtinute prin traducere transcrise: 10°. ~0p>D (pDgq)
respectiv 11°.  pD¢q. D ~0q: D .~0p sunt valide™. In privinta axiomei 11> A.
Dumitriu mentioneaza ca O. Becker nu ajunsese sa probeze adevarul ei si remarca
faptul ci toate cele 11 axiome intuitioniste sunt valabile in sistemul ;>

Alte Incercéri de interpretare in logica implicatiei stricte au fost intreprinse si
de catre A. Tarski si McKinsey, acestia propunand o traducere in care variabilele
propozitionale simple au ca prefix simbolul necesitatii din simbolistica lui Lewis:
WP 77 L, ~0” (imposibilitate); implicatia intuitionista ,,—”’este tradusa prin
implicatia strictd ,,<”. A. Dumitriu mentioneaza ca teoremele intuitioniste astfel
traduse, care nu contin operatorii disjunctie si conjunctie, sunt adevarate 1n sistemul
Sy al lui Lewis, apreciind acest sistem ca un cadru potrivit pentru o interpretare a
logicii intuitioniste™. Precizarea ficuti in caracterizarea incercirilor formaliste de
in privinta logicii intuitioniste rdméne valabild si in cazurile incercdrilor de
traducere cu simbolistica sistemelor logicii implicatiei, $i anume ca si acestea au in
vedere sistemul formal construit de Heyting si nu modul de gandire intuitionist.

Revenind la sensul originar al doctrinei intuitioniste redat in tezele sale
fundamentale, care conferda independentd absolutd matematicii, fatd de care

52 Ibidem, p. 116.

53 A. Dumitriu, op. cit., p. 244.
5% Ibidem.

35 Ibidem, p. 245.
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limbajul si formalismul matematic nu sunt decat mijloace aproximative si auxiliare
in redarea proceselor matematice, ceea ce numim, Iintr-un fel impropriu
intuitionistic vorbind, sistem al logicii intuitioniste si incercdrile de constructie
formala a acestuia, nu se constituie nicidecum in niste incercari fara obiect.

Sistemul Iui Arend Heyting pare a riméane, pana acum, cel mai potrivit pentru
logica intuitionistd. Perspectiva elaborarii prealabile unei fteorii logice intuitive a
matematicii intuitioniste, a cdrei fundamentare si rezide in respectarea strictd a
tuturor tezelor intuitioniste, rdmane deschisa, oferind logicianului, asa cum se
exprima si Al. Surdu in aceastd privintd, un interesant §i ,,rodnic teren de
investigatie”. Atata vreme cat cercetarile asupra logicii intuitioniste, chiar si de pe
pozitii formaliste au dus la aprecieri de genul celei a lui Jan Lukasievicz, care
aprecia teoria intuitionistd drept cea mai intuitivd §i elegantd printre sistemele
logice polivalente cunoscute pand in prezent, trimit spre o deschidere mult mai
larga decéat granita pur intuitionista ce traseaza imposibilitatea principiald a oricarui
sistem formal de reda in mod adecvat matematica intuitionista.
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