TRADUCERI

CARL G. HEMPEL

DESPRE NATURA ADEVARURILOR MATEMATICE

1. Problema

Un principiu de baza al cercetérii stiintifice este ca nicio propozitie si nicio
teorie si nu fie acceptatd fira o intemeiere corespunzitoare. In stiinta empirica, in
care se includ atat stiintele naturii, cat si cele sociale, temeiul acceptarii unei teorii
consta in acordul predictiilor bazate pe teorie cu evidenta empirica obtinuta fie prin
experiment, fie prin observatia sistematica. Insi ce temeiuri justifici acceptarea
matematicii? Aceasta este Intrebarea pe care Imi propun si o discut in lucrarea de
fata. Pentru ratiuni ce vor deveni mai clare in cele ce urmeaza, voi folosi termenul
,matematica” doar pentru a ma referi la aritmetica, algebra si analizd — exclus
geometria'.

2. Sunt propozitiile matematice adevaruri autoevidente?

Unul dintre raspunsurile care au fost date problemei noastre aserteazd ca
adevarurile matematice, in contradistinctie cu ipotezele stiintei empirice, nu presupun
nici evidenta factuald, nici vreo altd justificare, din cauza cd sunt ,,autoevidente”.
Aceastd viziune, care orienteaza in ultimd instantd deciziile asupra adevarului
matematic spre un sentiment al autoevidentei, Tntdmpina totusi cateva dificultati.
Intai de toate, unele teoreme matematice sunt atat de greu de obtinut incat pana si
specialistului in domeniu ele ii apar oricum, numai autoevidente nu. in al doilea
rand, este bine cunoscut ca unele dintre cele mai importante rezultate ale matematicii —
in special cele din domenii ca teoria abstractd a multimilor sau topologia —
actioneaza contrar unor intuitii adanc inrddécinat, precum si al obignuitului sentiment
al autoevidentei. In al treilea rand, existenta conjecturilor matematice, ca aceea lui
Goldbach sau Fermat®, elementare in continut, dar nerezolvate pana in zilele
noastre, arata in mod cert ci nu toate adevirurile matematice pot fi autoevidente. In
fine, chiar daca autoevidenta ar fi atribuitd doar postulatelor de baza ale matematicii,
din care toate celelalte propozitii matematice pot fi deduse, ar fi pertinent de
observat ca judecatile cu privire la ce poate fi considerat autoevident sunt subiective;
ele variazd de la persoand la persoand si, in mod cert, nu pot constitui o baza
adecvata pentru deciziile privind validitatea obiectiva a propozitiilor matematice.

'O discutie privind statutul geometriei se afld in C. Hempel, 1945: 7—17.
2 Studiul lui Hempel a fost scris cu mult inainte de demonstrarea Teoremei lui Fermat (n. trad.).
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3. Este matematica cea mai generala stiinta empirica?

Conform unui alt punct de vedere, promovat in special de John Stuart Mill,
matematica Tnsasi este o stiintd empiricad ce difera de alte stiinte empirice, cum ar fi
astronomia, fizica, chimia etc., sub doua principale aspecte: subiectul ei este mai
general decat al oricdrui alt domeniu al cercetarii stiintifice, iar propozitiile ei au
fost testate si confirmate Intr-o masura mai mare chiar decat al celor mai tari sectiuni
ale fizicii si astronomiei. intr-adevir, conform acestui punct de vedere, gradul in
care legile matematicii au fost confirmate de experientele trecute ale omenirii este
atadt de coplesitor incat — In mod nejustificat — am ajuns sd gandim teoremele
matematice ca fiind calitativ diferite de ipotezele sau teoriile bine confirmate ale
altor ramuri ale stiintei: le consideram ca certe, pe cand celelalte teorii sunt gandite,
in cel mai bun caz, ca ,,foarte probabile” sau intr-un grad inalt confirmate.

Insa acest punct de vedere este, de asemenea, deschis unor serioase obiectii.
Dintr-o ipoteza cu caracter empiric — cum ar fi, de exemplu, legea lui Newton a
gravitatiei — este posibil a deriva predictii de genul ca in cutare conditii specificate,
cutare fenomene observabile se vor produce. Aparitia acelor fenomene constituie
evidenta confirmatoare, iar neaparitia lor, evidenta infirmatoare a ipotezei. Urmeaza, in
particular, ca o ipoteza empirica este, teoretic vorbind, infirmabild; cu alte cuvinte,
este posibil a indica ce tip de evidenta, daca ar fi intalnita in prezent, ar infirma
ipoteza. In lumina acestei observatii si considerim in continuare o ,,ipotezi”
simpld din matematica: 3 + 2 = 5. Dacd aceasta este iIn momentul de fatd o
generalizare empirica a experientelor trecute, atunci va trebui sa putem arata ce fel
de evidenta ne-ar obliga s acceptdm cd ipoteza nu a fost, la urma urmelor, general
adevaratd. Dacad poate fi ganditd orice evidentd infirmatoare a propozitiei date,
urmatoarea ilustrare poate fi la fel de potrivita pentru ea: punem cativa microbi pe
o lameld, mai intai trei, dupa care inca doi. Numaram apoi microbii pentru a vedea
daca in situatia data 3 adaugat la 2 da 5. Sa presupunem mai departe cd numaram la
un loc 6 microbi. Am putea noi considera aceasta drept o infirmare empiricd a
propozitiei date, sau cel putin ci ea nu se aplici la microbi? In mod clar, nu; mai
curdnd am putea presupune ca am facut o greseald de numarare sau ca unul dintre
microbi s-a divizat intre prima si a doua numarare. In niciun caz insa, faptul descris
nu ar putea invalida propozitia aritmeticd in chestiune; aceasta nu afirma nimic
despre comportamentul microbilor, ea stabileste doar cd orice multime constand
din 3 + 2 obiecte poate fi de asemenea vizutd ca avand 5 obiecte. Si aceasta din
cauza simbolurilor ,, 3 + 2” si,,5” care denota acelasi numar: ele sunt sinonime in
virtutea faptului ¢ simbolurile ,,2”, ,,3”, ,,5” si ,,+” sunt definite (sau tacit Intelese)
intr-un astfel de mod ca identitatea de mai sus are loc ca o consecintd a semni-
ficatiilor atagate conceptelor implicate in ea.

4. Caracterul analitic al propozitiilor matematice

Enuntul 3 + 2 = 5, asadar, este adevirat din ratiuni similare cu enuntul, sa
zicem, cd niciun sexagenar nu are varsta de 45 de ani. Ambele sunt adevarate in
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virtutea definitiilor sau a stipuldrilor similare ce determina sensul termenilor-cheie
implicati. Enunturile de acest tip impartasesc cateva caracteristici importante: validarea
lor nu cere, Tn mod natural, nicio evidenta empirica, ele pot fi considerate adevarate
doar prin analiza semnificatiilor atasate termenilor pe care ii contin. in limbajul
logicii, propozitiile de acest tip sunt numite analitice sau adevarate a priori, ceea ce
inseamna ca adevarul lor este logic independent, sau logic anterior, oricdrei
evidente experientiale’. Si, in timp ce enunturile stiintelor empirice sunt sintetice si
pot fi validate numai a posteriori, fiind in mod constant subiectul revizuirii in
lumina noilor evidente, adevarul enunturilor analitice poate fi stabilit definitiv, odata
pentru totdeauna. Totusi, aceastd caracteristicd a ,,certitudinii teoretice”, specifica
propozitiilor analitice, are de platit un pret foarte scump: un enunt analitic nu
transmite nicio informatie factuald. Enuntul noastru privind sexagenarii, de exemplu,
nu aserteaza nimic care ar putea intra in conflict cu vreo evidenta factuald: ea nu
are nicio implicatie factuald, niciun continut empiric; si In mod sigur acesta este
motivul pentru care enuntul poate fi validat fara recurs la evidenta empirica.

Sa ilustram aceastad Intelegere a naturii propozitiilor matematice prin referire
la un alt exemplu de adevar matematic — sau mai degraba logic —, frecvent citat, si
anume, propozitia cad daca a = b si b = ¢, atunci a = c. Pe ce baza aceastd asa-zisa
»tranzitivitate a identitatii” poate fi asertatid? Este ea de naturd empirica, si de aceea
infirmabild, cel putin teoretic, prin evidente empirice? Sa presupunem, de exemplu,
cd a, b, ¢ sunt anumite nuante de verde si cd, in masura in care noi putem distinge,
a=>bsib=c,1nsa In mod clar a # ¢. Acest fenomen se produce in mod actual sub
anumite conditii; dar il consideram noi o evidentd infirmatoare pentru propozitia in
cauza? Fara indoiald ca nu; am argumenta ca dacad a # ¢, este imposibil ca a = b si
b = c; Intre termenii a cel putin uneia dintre aceste ultimele perechi de propozitii ar
trebui sa obtinem o diferenta, desi, poate, doar una subliminala. Abandonam astfel
posibilitatea infirmarii empirice, precum si ideea cd un test empiric ar fi relevant
aici, In baza faptului ca identitatea este o relatie tranzitiva in virtutea definitiei sale
sau a postulatelor care o guverneaza®. Principiul in chestiune este, prin urmare,
adevarat a priori.

5. Matematica — sistem deductiv axiomatizat

Am argumentat panda acum ca validitatea matematicii nu constd nici in
pretinsul sdu caracter autoevident, nici intr-o baza empiricd anume, ci deriva din

? Obiectia formulat uneori este ca fard un anume tip de experientd, cum ar fi intdlnirea unor obiecte
de acelasi fel, intregii si operatiile aritmetice nu ar fi fost niciodata inventate si cd, prin urmare, propozitiile
aritmeticii au o baza empirica. Acest tip de argument implica, totusi, o confuzie intre sensul logic si sensul
psihologic al termenului ,baza”. Se poate foarte bine intdmpla ca anumite experiente si ocazioneze
psihologic formarea de idei aritmetice si in acest sens sa formeze o ,,bazd” empirica pentru ele; insa acest
lucru este complet nerelevant pentru intrebarile logice privind femeiurile in virtutea carora propozitiile
aritmetice pot fi acceptate ca adevarate. Observatia facutd mai sus este cd nicio ,.bazd” empirica, sau
evidenta in general, nu este cerutd pentru stabilirea adevarului propozitiilor aritmeticii.

* O descriere precisi a definitiei relatiei de identitate, precum si caracteristicile esentiale ale
acesteia pot fi gésite la A. Tarski 1941: cap. 3.
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stipularile ce determina intelesul conceptelor ei si ca propozitiile matematicii sunt
esentialmente ,,adevaruri prin definitie”. Aceastd ultima afirmatie este, evident,
ultrasimplificata si necesita reluarea in vederea unei mai atente justificari.

Pentru riguroasa dezvoltare a unei teorii matematice nu se pleaca pur si
simplu de la o multime de definitii, ci mai degraba de la un set de propozitii
nedefinitionale, care nu sunt demonstrate in cadrul teoriei; acestea sunt postulatele
sau axiomele teoriei’. Ele sunt formulate in termenii unor concepte de bazi, sau
concepte prime, pentru care nicio definitie nu este data in cadrul teoriei. Se afirma
uneori ca posulatele reprezinta ,,definitiile implicite” ale termenilor primi. O astfel
de caracterizare a postulatelor este totusi derutantd. Pentru ca, in timp ce postulatele
limiteaza, Intr-un mod specific, sensurile ce pot fi atribuite termenilor primi, orice
sistem autoconsistent de postulate admite, totugi, mai multe interpretari diferite ale
termenilor primi (aceasta urmeaza a fi aratat), pe cand o multime de definitii, in
sensul strict al cuvantului, determina sensurile celor definite intr-o maniera unica.

Odata ce termenii primi §i postulatele au fost date, teoria este complet
determinata; ea este derivabild din baza sa postulationala in felul urmator: orice
termen al teoriei este definibil in termenii primi §i orice propozitie a teoriei este
logic deductibila din postulate. Pentru a fi precisi pana la capat, este de asemenea
necesar sd se specifice principiile logice utilizate In demonstratiile propozitiilor,
adica in deductia lor din postulate. Aceste principii pot fi date explicit. Ele se
impart in doud grupe: propozitiile prime sau postulatele logicii (cum ar fi: daca este
cazul ca p si g, atunci este cazul ca p) si regulile de deductie sau inferentele (cum ar
fi, de exemplu, familiara reguld modus ponens, precum si regulile de substitutie
care dau posibilitatea inferarii dintr-o propozitie generald a oricdrei instante
substitutionale). O discutie mai detaliata a structurii logicii si a continutului ei ne-ar
duce 1nsa prea departe in contextul acestui articol.

6. Sistemul de axiome al lui Peano ca baza a matematicii

Sa consideram acum un sistem de postulate din care intreaga aritmeticd a
numerelor naturale poate fi derivata. Acest sistem a fost construit de matematicianul si
logicianul italian G. Peano (1858-1932). Termenii primi ai sistemului sunt ,,0”,
»umar” si ,,succesor”. Desigur cd atta timp cét nicio definitie nu este data, simbolul
,»0” este intentionat a denota numarul 0, n sensul lui uzual, iar termenul ,,numar”
desemneaza in mod exclusiv numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... Prin succesorul unui
numar natural #, care va fi notat uneori cu »’, se intelege numarul natural imediat
urmator lui » in ordinea naturald a numerelor. Sistemul lui Peano contine
urmatoarele 5 postulate:

P1. 0 este numar.
P2. Succesorul unui numar este tot un numar.
P3. Niciodata douda numere nu au acelasi succesor.

3 Pentru o lucidi si concisa descriere a metodei axiomatice, vezi Tarski 1941: cap. 6.
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P4. 0 nu este succesorul niciunui numar.

P5. Daca P este o proprietate astfel ca (a) 0 are proprietatea P, si (b) ori de
cate ori un numar z are proprietatea P, succesorul lui are, de asemenea, proprietatea
P, atunci orice numar are proprietatea P.

Ultimul postulat este principiul inductiei matematice §i ilustreaza, intr-o
manierd evidentd, impunerea unui ,,adevar” matematic prin stipulare. Constructia
aritmeticii elementare pe aceastd bazd incepe cu definitiile diferitelor numere
naturale. 1 este definit ca succesorul lui 0 sau, mai scurt, ca 0’; 2, ca 1’; 3, ca 2’ si
asa mai departe. In virtutea lui P2, acest proces poate fi continuat indefinit; pe baza
lui P3 (in combinatie cu PS5), procesul nu va duce niciodatd la un numar anterior
definit si, in baza lui P4, nu va duce niciodata la 0.

Ca pas urmator putem da definitia adunarii, care exprima, intr-o forma precisa,
ideea cd adunarea oricarui numar natural la un numar dat poate fi considerata ca o
adunare repetata a lui 1; ultima operatie este usor de exprimat prin relatia succesor.
Aceasta definitie a adunarii aratd dupa cum urmeaza:

D1 (@) n+0=mn; b)) n+tk=m+k).

Cele doua stipulatii ale acestei definitii recursive determina complet suma a
doi intregi oarecare. Sa considerdm, de exemplu, suma 3 + 2. Conform definitiilor
lui2sil,vomavea:3+2=3+1"=3+(0)’; prin D1 (b),3 +(0°) =((3 +0))’;
insa prin D1 (a) si prin definitiile numerelor 4 si 5, (3 + 0)’)’ = (3’) =4" = 5.
Aceasta demonstratie face, de asemenea, mai explicite si mai precise comentariile
de la inceputul lucrarii privind adevarul propozitiei 3 + 2 = 5: adevarurile in
sistemul de aritmetica al lui Peano decurg nu doar din definitiile conceptelor implicate,
ci si din postulatele ce guverneaza aceste concepte. (In cazul particular al exemplului
nostru, postulatele P1 si P2 sunt presupuse a garanta ca 1, 2, 3, 4, 5 sunt numere in
sistemul lui Peano; demonstratia generald ca D1 determind suma a oricaror doud
numere face, de asemenea, uz de P5.) Dacd numim postulatele si definitiile unei
teorii axiomatizate ,,stipulatii” privind conceptele teoriei, atunci putem spune ca
propozitiile aritmeticii numerelor naturale sunt adevarate in virtutea stipulatiilor
date initial pentru conceptele aritmeticii. (Notam, incidental, cd demonstratia data
formulei 3 + 2 = 5 face uz In mod repetat de tranzitivitatea identitatii; aceasta este
acceptata aici ca una din regulile logicii ce pot fi folosite iIn demonstratia oricarei
teoreme aritmetice; ea este deci inclusa printre postulatele Iui Peano, la fel ca orice
alt principiu logic.)

Inmultirea numerelor naturale poate fi si ea definita prin definitii recursive
care exprima, intr-o forma riguroasd, ideea ca produsul nk a doud numere intregi
poate fi inteles ca suma a k termeni, fiecare termen fiind egal cu n.

D2. (@) n-0=0; b) n-K=n-k+n.

Se pot demonstra acum legile familiare ce guverneaza adunarea si inmultirea,
cum ar fi legea comutativitatii, asociativitatii si distributivitatii (n + k= k+n,n- k=
k-nn+(k+D=m+k+Ln-(k-D=m-k)-Ln-k+)=m-k)+@®-1).—In
termenii adundrii §i inmultirii pot fi definite, mai departe, operatiile inverse, de



824 Traduceri 6

scadere si impartire. Se dovedeste insa ca acestea ,,nu pot fi intotdeauna realizate”,
ca in contradistinctie cu suma si produsul, diferenta si catul nu sunt definite pentru
orice pereche de numere; de exemplu, 7 — 10 si 7 : 10 sunt nedefinite. Aceasta
situatie sugereaza o extindere a sistemului de numere prin introducerea numerelor
negative si a numerelor rationale.

Se sustine uneori ca in efectuarea acestei extinderi noi ,,presupunem”, sau
chiar ,,postulam”, existenta tipului de numere dorit, cu proprietatile ce 1l fac potrivit
scaderii si Tmpartirii. Aceastd metoda a simplei postulari pentru ceea ce avem nevoie
are avantajele ei, insd, asa cum arata Bertrand Russell, ea are avantajele furtului
fata de truda cinstitd (1919: 71); si este un fapt remarcabil ca numerele negative, ca
si numerele rationale, pot fi obtinute din termenii primi ai lui Peano prin truda
cinstitd a construirii de definitii explicite pentru respectivele numere, fara
introducerea de noi postulate sau asumari de vreun fel anume. Orice intreg pozitiv
sau negativ — in opozitie cu numerele naturale care nu au semn — este definibil ca o
multime de cupluri ordonate de numere naturale; astfel, intregul +2 este definibil ca
multime a tuturor cuplurilor ordonate (m, n) de numere naturale, cu m = n + 2;
intregul —2 este multimea tuturor cuplurilor ordonate de numere naturale (m, n), cu
n =m + 2. In mod similar, numerele rationale sunt definite drept clase de cupluri
ordonate de numere intregi. Diferitele operatii aritmetice pot fi atunci definite prin
referire la aceste noi tipuri de numere, iar validitatea tuturor legilor aritmetice ce
guverneaza aceste operatii poate fi demonstrata doar in baza postulatelor lui Peano
si a definitiilor conceptelor aritmetice implicate.

Sistemul astfel extins este totusi incomplet, in sensul cd nu orice numar al lui
are o radacind patratd si, mai general, nu orice ecuatie algebrica cu coeficienti in
numerele sistemului are o solutie in sistem. Aceasta sugereaza extinderi ulterioare
ale sistemului de numere prin introducerea numerelor reale si, in final, a numerelor
complexe. Incd o datd, toatd aceastd enorma extindere poate fi realizata doar prin
definitii, fara adiugarea unui singur postulat nou’. Pe baza astfel obtinuti pot fi
definite, pentru numerele noului sistem, diferitele operatii aritmetice si algebrice,
pot fi introduse conceptele de functie, de limitd, de derivare si de integrare, pot fi
demonstrate teoremele familiare privind conceptele nou introduse, astfel ca, pana la
urma, imensul sistem al matematicii schitat aici se sprijind doar pe baza restransa a
sistemului lui Peano: orice concept al matematicii poate fi definit cu ajutorul celor
trei termeni primi ai lui Peano, §i orice propozitie a matematicii poate fi dedusa din
cele cinci postulate suplimentate cu definitiile termenilor neprimi’. In cele mai

8 Pentru o descriere detaliatd a constructiei sistemului de numere pe baza axiomelor lui Peano,
vezi Russell 1919: in special cap. 1 si 7. — O prezentare concisa si riguroasa a acestei constructii,
incepand totusi cu multimea numerelor intregi $i nu cu multimea numerelor naturale, poate fi gasita in
Birkhoft si MacLane 1941: cap. 1, 2, 3, 5. — Pentru o privire generald asupra constructiei sistemului
de numere, vezi, de asemenea, Young 1911: in special sectiunile 10, 11, 12.

7 Ca rezultat al remarcabilelor cercetari intreprinse de K. Godel, este cunoscut ca aritmetica, si
a fortiori matematica, este o teorie incompletd in urmatorul sens: in timp ce toate acele propozitii care
apartin sistemului clasic al aritmeticii, algebrei si analizei pot fi intr-adevar derivate, in sensul descris
mai sus, din postulatele lui Peano, exista totusi alte propozitii ce pot fi exprimate in termeni pur
aritmetici §i care sunt adevarate, dar care nu pot fi derivate in sistemul lui Peano. S$i mai general:
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multe cazuri, aceste deductii sunt realizate doar cu principiile logicii formale;
totusi, demonstratiile unor teoreme privind numerele reale cer anumite asumari
neincluse, de reguld, printre acestea din urma. Este vorba de asa-numita axioma a
alegerii. Aceasta aserteaza cd, data fiind o clasa de clase nevide, si mutual exclusive,
exista cel putin o clasa cu exact un element Tn comun cu fiecare dintre clasele date.
In virtutea acestui principiu si a regulilor logicii formale, continutul intregii matematici
poate fi astfel derivat din modestul sistem al lui Peano — remarcabila realizare pe
linia sistematizarii continutului matematicii si a clarificarii fundamentelor validitatii ei.

7. Interpretarea termenilor primi ai lui Peano

Ca o consecinta a acestui rezultat, intregul sistem al matematicii poate fi luat
ca adevarat doar in virtutea definitiilor (si anume, a definitiilor termenilor matematici
neprimi), cu conditia ca cele cinci postulate ale Iui Peano sa fie adevarate. Strict
vorbind 1nsd, noi nu putem in acest moment sa ne referim la postulatele lui Peano
ca la propozitii adevarate sau false pentru ca ele contin trei termeni primi carora nu
le-a fost asigurat niciun sens specific. Tot ce putem spune deocamdata este ca orice
interpretare specifica data termenilor primi, ce satisface cele cinci axiome — cu alte
cuvinte, care transformd axiomele in afirmatii adevarate — vor satisface, de
asemenea, toate teoremele deduse din ele. Insa, pentru sistemul lui Peano, existd o
infinitate de interpretari care fac acest lucru. Sa-1 luam, de exemplu, pe 0 ca fiind
punctul de origine al unei semidrepte, succesorul unui punct din semidreapta sa-1
consideram a fi punctul la 1 cm distanta de el, iar prin numar sa intelegem orice
punct care este sau originea semidreptei, sau orice alt punct ce poate fi obtinut din
punctul de origine printr-o succesiune finita de pasi, fiecare pas ducand de la punct
la succesorul lui. Se poate usor vedea atunci ca toate axiomele lui Peano si toate
teoremele deduse din ele devin propozitii adevarate, desi interpretarea data termenilor
primi nu este cea obignuitd, mentionatd la Inceput. Mai general, poate fi aratat ca
orice progresie, indiferent de natura elementelor ei, realizeaza o interpretare adevarata,
sau un ,model”, al sistemului lui Peano. Acest exemplu ilustreazd observatia
noastrd initiald potrivit céreia un sistem de postulate nu poate fi inteles ca o
multime de ,definitii implicite” pentru termenii sdi primi: sistemul lui Peano
permite multiple interpretari diferite, pe cata vreme, In limbajul obisnuit, ca si in
cel stiintific, noi atagdm conceptelor aritmeticii un sens specific. Astfel, de exemplu, in
discursul stiintific si In cel obisnuit, conceptul 2 este inteles intr-un astfel de mod
ca din afirmatia ,,D1. Brown si dl. Cope, 1nsd nimeni altcineva, sunt in birou, si dl.

pentru orice sistem de postulate al aritmeticii (de fapt, al matematicii), necontradictoriu, exista
propozitii adevarate ce pot fi exprimate doar in termeni aritmetici, dar care nu pot fi derivate din
postulatele sistemului. Cu alte cuvinte, este imposibil de construit un sistem de postulate
necontradictoriu care sd contind printre consecintele sale toate propozitiile ce pot fi formulate in
limbajul aritmeticii. Acest fapt nu afecteaza totusi rezultatul schitat mai sus, si anume, ca este posibil
a deduce din postulatele lui Peano, si din definitiile aditionale date termenilor neprimi, toate acele
propozitii ce constituie teoria clasica a aritmeticii, algebrei si analizei; acestea sunt propozitiile la care
m-am referit mai sus, ca propozitii ale matematicii.
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Brown nu este aceeasi persoana cu dl. Cope” poate fi inferatd valid concluzia
,Exact doud persoane sunt in birou”. Insa stipularile prevazute pentru sistemul lui
Peano al numerelor naturale, in particular pentru numarul 2, nu ne permit sa tragem
0 asemenea concluzie; ele nu ,,determind implicit” sensul obignuit al conceptului 2
sau al altor concepte aritmetice. Iar matematicianul nu poate achiesa (acquiesce) la
aceasta deficientd argumentand cd el nu este preocupat de sensul obisnuit al
conceptelor matematice; pentru ca, in demonstrarea, sa zicem, a faptului ca orice
numar real pozitiv are exact doud radécini patrate reale, folosind el insusi conceptul 2
in sensul obignuit, veritabila sa teorema nu poate fi demonstratd fara a presupune
despre 2 mai mult decét este stipulat in sistemul Iui Peano.

Asadar, ca matematica sa fie o teorie corectd despre conceptele matematice in
sensul lor intentionat nu este suficient sd aratam ca Intregul sistem este derivabil
din postulatele lui Peano, plus definitiile corespunzatoare; trebuie sa aratam, mai
departe, daca postulatele lui Peano sunt realmente adeviarate cand termenii lui primi
sunt intelesi in sensul lor obignuit. Aceastd chestiune poate fi rezolvata, desigur,
numai dupa ce sensul termenilor ,,0”, ,,numdr natural” si ,,succesor” a fost clar
definit. O problema de care ne vom ocupa acum.

8. Definitiile conceptelor aritmetice in termenii logicii pure

La prima vedere pare lipsitd de sperantd incercarea de-a defini aceste
concepte aritmetice de baza fard a presupune alti termeni aritmetici, care ne-ar
implica intr-o procedura circulara. Totusi, definitii de tipul dorit, cat se poate de
riguroase, pot fi intr-adevar formulate si se poate ardta ca pentru conceptele astfel
definite, toate postulatele lui Peano se transformd in enunturi adevarate. Acest
important rezultat este datorat cercetarilor logicianului german G. Frege (1848—
1925), precum si eforturilor sistematice si detaliate ulterioare ale logicienilor si
filosofilor englezi contemporani B. Russell si A.N. Whitehead. Sa vedem, pe scurt,
care sunt ideile de bazi ale acestor definitii®.

Un numadr natural — sau un numar, in termenii lui Peano — poate fi considerat,
in sensul lui obisnuit, drept caracteristica unei anumite clase de obiecte. Astfel, de
exemplu, clasa apostolilor are numirul 12; clasa quintupletilor Dionne’, numarul 5;
orice cuplu are numdrul 2 si asa mai departe. S& exprimam acum precis sensul
asertiunii cd o anumita clasa C are numarul 2 sau, mai scurt, ca n(C) = 2. Un mic
moment de reflectie ne va ardtd ca urmatorul definiens este adecvat intelesului
obisnuit al conceptului 2: existd un obiect x si un obiect y, astfel ca (1) x € Csiy € C,
(2) x # y, 51 (3) dacd z este un obiect oarecare, astfel cd z € C, atunci sau z = x sau

8 Pentru o discutie mai detaliati, a se vedea Russell 1919: cap. 2, 3, 4. O dezvoltare completi
a ideii poate fi gasitd In Whitehead si Russell 191013, lucrare de inaltd tinuta in domeniul logicii
matematice. A se vedea, de asemenea, Quine 1940, pentru o foarte precisd si recentd dezvoltare a
teoriei. — in fine, o discutie aplicati asupra sistemului lui Peano si a interpretarilor lui semantice este
continutd in Carnap 1939, in special sectiunile 14, 17, 18.

% Autorul face referire la cele cinci fetite identice nascute in familia Dionne, la 28 mai 1934,
intr-un sat din Ontario Canada (n. trad.).
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z =y. (Sa notam cd pe baza acestei definitii devine Intr-adevar posibil sa inferdm
afirmatia ,,Numarul persoanelor din birou este 2” din afirmatia ,,Dl. Brown si
dl. Cope si nimeni altcineva sunt in birou si dl. Brown nu este acelasi cu dl. Cope™;
cu precizarea ci C este aici clasa persoanelor din birou.) in mod analog poate fi
definit sensul afirmatiei ca n(C) = 1: existd un obiect x, astfel cd x € C, si orice
obiect y, astfel ca y € C, este identic cu x. Si tot astfel sensul obisnuit al afirmatiei
n(C) = 0: nu exista niciun obiect x astfel ca x € C.

Modelul general al acestor definitii conduce el insusi la definitia numarului
natural. Sa notdm mai intdi ca in definitiile astfel obtinute definiensul nu contine
niciodatd vreun termen aritmetic, ci doar expresii luate din domeniul logicii formale,
incluzand aici si semnul identitatii si al diferentei. Insa, pAna acum, noi am definit
doar sensul unor propozitii ca ,,n(C) = 2”, fara a da vreo definitie numerelor 0, 1, 2, ...,
distinctd de context. Acest deziderat poate fi totusi indeplinit pe baza faptului ca 2
este o proprietate comuna tuturor cuplurilor, altfel spus, tuturor claselor C astfel ca
n(C) = 2. O proprietate comund ce poate fi conceptual reprezentatd prin clasa
tuturor claselor care verifica respectiva proprietate. Ajungem astfel la definitia:
2 este clasa tuturor cuplurilor sau a tuturor claselor C, astfel ca n(C) = 2. — Aceasta
definitie nu este in niciun caz una circulard, pentru ca conceptul de cuplu — sensul
lui ,,n(C) =27, in alti termeni — a fost definit anterior fara nicio referire la numarul 2.
Analog, 1 este clasa tuturor claselor unitate, adica a clasei tuturor claselor C pentru
care n(C) = 1. In sfarsit, 0 este clasa tuturor claselor vide, adicd a clasei tuturor
claselor fara niciun element. Si, pentru ca existd doar o singura astfel de clasa,
0 este in mod simplu clasa al carui unic element este clasa vida. In mod clar, sensul
obisnuit al oricdrui numdar natural poate fi definit in acest fel'’. Insd, pentru a
aprecia interpretarea intentionata a termenilor primi la Peano, dintre toate definitiile la
care ne-am referit aici avem deocamdatd nevoie doar de definitia numarului 0.
Ramane sa definim termenii ,,succesor” si ,,intreg”.

Definitia lui ,,succesor”, a carei formulare precisd implica prea multe detalii
pentru a fi prezentate aici, este expresia atentd a unei idei simple ilustratd cu
urmatorul exemplu: sa considerdam numarul 5, adica clasa tuturor quintupletilor. Sa
alegem o clasa arbitrara a acestor quintupleti si sa-i addugam un obiect care nu este
unul dintre elementele sale. 5°, adica succesorul lui 5, poate fi atunci definit ca
fiind numarul atribuit multimii astfel obtinute (care, evident, este un sextuplet).
Finalmente se poate formula o definitie a sensului obisnuit al conceptului de numar
natural; aceastd definitie, care, din nou, nu poate fi data aici, exprima intr-o forma

10 Asertiunea ca definitiile date mai sus stabilesc sensul ,,obisnuit” al termenilor aritmetici
implicati trebuie luatd in acceptiunea logica si nu psihologicd a termenului ,,sensul”. Ar fi evident
absurd sa cerem ca aceste definitii sd exprime ,,ceea ce toatd lumea are in minte” cand vorbeste despre
numere §i despre diferitele operatii ce pot fi facute cu ele. Ceea ce s-a realizat prin aceste definitii este
mai degraba o ,reconstructie logicd” a conceptelor aritmeticii, in sensul ca, daca definitiile sunt
acceptate, toate aceste afirmatii din stiinta si din vorbirea curenta, care implica termeni aritmetici, pot
fi interpretate coerent si sistematic astfel incat sa fie apte de o validare obiectiva. Afirmatia despre

cele doua persoane din birou realizeaza o ilustrare foarte simpla a ceea ce este consemnat aici.
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riguroasa ideea cad clasa numerelor naturale constd din numarul 0, succesorul lui,
succesorul succesorului lui si aga mai departe.

Daca definitiile descrise aici sunt corect notate — acesta este unul dintre
cazurile in care procedeele logicii simbolice sau matematice se dovedesc indispe-
sabile —, se va vedea ca definiensul oricareia dintre ele contine exclusiv termeni din
domeniul logicii pure. In fapt, este posibil a da interpretirile obisnuite termenilor
primi ai lui Peano, si prin aceasta sensul obisnuit al oricarui concept definit cu
ajutorul lor — ceea ce include orice concept al matematicii — in termenii urma-
toarelor 7 expresii: nu, §i, daca — atunci, pentru orice obiect x astfel ca..., exista un
obiect x astfel ca..., x este un element al clasei C, clasa tuturor lucrurilor x astfel
cd... (acestea se adauga variabilelor ,.x” si ,,C”). Si este posibil a reduce numarul
conceptelor logice presupuse la doar patru: primele trei concepte mentionate sunt
definibile in termenii lui ,,nici — nici”, iar al cincilea este definibil prin al patrulea si
prin ,nici — nici”, astfel ca, toate conceptele matematicii se dovedesc definibile in
termenii a doar patru concepte ale logicii pure. (Definitia unora dintre cele mai
complexe concepte ale matematicii in termenii celor patru termeni primi mentionati
ar putea umple foarte bine sute sau chiar mii de pagini; insé este clar cd aceasta nu
afecteaza in niciun fel importanta teoretica a rezultatului obtinut; ea arata, totusi,
marele avantaj si indispensabilitatea practicd pentru matematicd de-a avea
disponibil un sistem larg de concepte de mare complexitate.)

9. Adevarul postulatelor lui Peano in interpretarea lor obisnuita

Se poate spune ca definitiile descrise in sectiunea precedenta redau precis si
explicit sensul conceptelor aritmetice. Mai mult — si acesta este punctul crucial al
problemei validitatii ITn matematicd — se poate ardta cd toate postulatele lui Peano
devin propozitii adevarate daca termenii primi sunt construiti in acord cu definitiile
considerate.

Astfel, P1 (0 este numar) este adevarata pentru cd multimea tuturor numerelor —
a numerelor naturale, se intelege — a fost definita ca fiind formata din O si din toti
succesorii lui. Adevarul lui P2 (succesorul oricirui numar este tot un numar)
urmeaza din aceeasi definitie. Aceasta este adevaratd, de asemenea, si pentru PS5,
principiul inductiei matematice. Pentru a demonstra totusi aceasta, va trebui sa
recurgem mai curand la definitia precisa a ideii de ,,intreg” decat la descrierea ei
liberd datd mai sus. P4 (0 nu este succesorul niciunui numadr) este inteleasd ca
adevaratd in modul urmator: in virtutea definitiei lui ,,succesor”, un numar care este
succesorul unui numar oarecare se poate aplica doar claselor cu cel putin un
element; Tnsd numarul O, prin definitie, se aplicad unei clase dacd si numai daca
aceasta clasa este vida.

In timp ce adevarurile postulatelor P1, P2, P4 si P5 pot fi simplu inferate din
definitiile de mai sus, cu ajutorul principiilor logicii, demonstratia lui P3 (doua
numere nu pot avea acelasi succesor) prezintd o anumitd dificultate. Cum a fost
mentionat 1n sectiunea precedentd, definitia succesorului unui numar » se bazeaza
pe operatia adundrii la o clasd de n elemente a unui nou element, necontinut de



11 Traduceri 829

acea clasa. Acum, daca ar trebui sa existe, in total, doar un numar finit de lucruri,
atunci operatia adundrii nu ar putea fi continuatd indefinit, iar P3, care (impreuna
cu P1 si P2) implica faptul ca intregii formeaza o multime infinitd, ar fi falsa.
Modalitatea Iui Russell de-a infrunta aceasta dificultate a fost sd introduca o axioma
speciald ,,a infinitului” care stipuleaza efectiv existenta unei infinitati de obiecte si
care o face astfel pe P3 demonstrabila (cf. Russell 1919: 24 si cap. 13). Axioma
infinitului nu apartine legilor general recunoscute ale logicii, desi ea este aptd unei
exprimdri 1n termeni pur logici i poate fi tratata ca un postulat aditional logicii.

10. Matematica — o ramura a logicii

Asa cum am spus la inceput, toate teoremele aritmeticii, algebrei si analizei
pot fi deduse din postulatele lui Peano si din definitiilor acelor termeni matematici
care nu sunt termeni primi in sistemul lui Peano. Aceastd deductie necesita doar
principiile logicii, plus, in anumite cazuri, axioma alegerii, care aserteaza ca pentru
orice multime de multimi disjuncte, o, B, ... , exista cel putin o multime ce contine
exact un element din fiecare si nu contine niciun alt element''. Combinand acest
rezultat cu ceea ce a fost spus mai sus despre sistemul lui Peano, se obtine urmatoarea
concluzie, cunoscutd de asemenea §i ca teza logicismului cu privire la natura
matematicii:

Matematica este o ramurd a logicii. Ea poate fi derivatd din logicd in
urmatorul sens:

a. Toate conceptele matematicii, acestea insemnéand conceptele aritmeticii,
algebrei si analizei, pot fi definite in termenii celor patru concepte ale logicii pure.

b. Toate teoremele matematicii pot fi deduse din acele definitii cu ajutorul
principiilor logicii (incluznd aici si axioma infinitului si a alegerii)'*.

In acest sens se poate spune ci propozitiile sistemului matematicii, asa cum
au fost ele delimitate aici, sunt adevarate in virtutea definitiilor conceptelor
matematice implicate sau ca ele fac explicite anumite caracteristici cu care noi am
dotat conceptele matematice prin intermediul definitiilor. Propozitiile matematicii
au deci aceeasi certitudine indiscutabild, tipica unor propozitii ca ,,Toti burlacii
sunt necdsatoriti”, Insd aceeasi lipsa totala de continut empiric este asociatad acestei
certitudini: propozitiile matematicii sunt golite de orice continut empiric; ele nu
transmit nicio informatie cu privire la vreun subiect empiric oarecare.

' Acest postulat, care este doar aparent autoevident, este folosit in demonstrarea anumitor
teoreme ale teoriei multimilor si analizei numerelor reale si complexe; pentru o discutie a
semnificatiei si a aspectelor ei problematice, vezi Russell 1919: cap. 12 (unde este numitd axioma
multiplicitatii) si Fraenkel 1919 (Dover): §16, sectiunea 7 si 8.

12 Principiile logice dezvoltate in lucrarea lui Quine si in alte sisteme moderne de logicd
formala similare impun anumite restrictii prin comparatie cu acele reguli logice general acceptate
pana la inceputul sec. XX. Descoperirea, totodata, a celebrelor paradoxuri logice, in special a celui
datorat lui Russell (cf. Russell 1919: cap. 13), releva faptul cd principiile logice implicate in
rationamentele matematice obisnuite duc la contradictii si deci trebuie intr-un fel sau altul restranse.
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11. Despre aplicabilitatea matematicii problemelor cu caracter empiric

Acest rezultat pare ireconciliabil cu faptul cé, la urma urmelor, matematica
s-a dovedit aplicabila in cel mai Tnald grad problemelor cu caracter empiric §i cé o
bund parte din cunoasterea stiintificd actuala a fost realizatd prin continua utilizare
si aplicare a propozitiilor matematice. — Sa incercam sa clarificim acest aparent
paradox prin referirea la cateva exemple.

Sa presupunem ca avem de examinat o anumitd cantitate de gaz, al carui
volum v, la o temperaturd datd, este de 9 metri cubi, cdnd presiunea p este de
4 atmosfere. $i s mai presupunem ca volumul gazului, pentru aceeasi temperatura,
dar presiunea de p = 6 at., este predictionatd prin legea Iui Boyle. Folosindu-ne de
aritmetica elementard, rationdm dupd cum urmeaza: pentru valorile corespunzitoare
ale lui vsip, vp =c, Insd v =9 cand p = 4, deci ¢ = 36; prin urmare, daca p = 6,
atunci v = 6. Sa mai presupunem ca aceasta predictie este confirmata printr-un test.
Arata acest lucru ca aritmetica folosita are o putere predictivd prin ea nsasi, ca
propozitiile ei au implicatii factuale? Categoric nu. Toatd puterea predictiva
desfasurata aici, si Intregul continut empiric expus, provine din datele initiale si din
legea Iui Boyle, care aserteaza ca vp = ¢ pentru orice valori corespunzitoare ale lui
v §i p, prin urmare §i pentru v =9, p = 4, si implicit pentru p = 6 si pentru valoarea
corespunzitoarea a lui v, Functia matematicii implicata aici nu este una predictiva
ca atare; ea este mai curand analitici sau explicativa, intrucat face explicite
diferitele asumari sau asertiuni incluse in continutul premiselor argumentului (in
cazul de fatd, acestea constau din legea Iui Boyle si din datele aferente); rationamentul
matematic aratd cd acele premise contin — ascunsd in ele, ca sd spunem asa — o
asertiune despre cazul inca neobservat. Prin acceptarea premiselor noastre, asa cum
ne releva aritmetica, noi am acceptat deja — fie ca stim acest lucru, fie ca nu il stim —
faptul ca valoarea discutatd a lui p este 6. Rationamentul matematic, la fel ca cel
logic, este un mecanism conceptual de explicitare a ceea ce este continut implicit in
multimea premiselor. Concluzia la care conduce acest mecanism nu aserteaza
nimic teoretic nou, in sensul de a nu fi continut in premise. insa rezultatul obtinut
poate fi foarte bine psihologic nou: poate noi sa nu fi fost constienti, Tnaintea
folosirii tehnicilor logicii si matematicii, la ce ne-am angajat prin acceptarea unei
multimi anume de asumadri sau asertiuni.

O analiza similara este posibild in toate cazurile de matematicd aplicata,
incluzand aici si pe acelea care presupun, sd zicem, calcule. Sa consideram, de
exemplu, ipoteza ca un anumit corp, migcandu-se intr-un camp electric determinat,
primeste o acceleratie constanti de 5 m/sec’. In scopul testdrii ipotezei putem
deriva din ea, prin doud integrari succesive, faptul cd, daca obiectul a fost in repaus
la inceputul miscarii, distanta parcursi de el in orice moment # este de (5/2)7 metri.
Aceasta concluzie poate fi in mod clar psihologic noud pentru o persoana strdina de
subiect, 1nsd ea nu este §i teoretic noud; continutul concluziei este deja cuprins in

A

13 Putem spune ,,prin urmare” in virtutea regulii substitutiei, care este una dintre regulile logice
de inferenta.
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cel al ipotezei privind constanta acceleratiei. $i intr-adevar, aici, ca si In cazul
presiunii gazului, un esec al predictiei ar fi considerat rdspunzitor pentru
incorectitudinea factuala a cel putin uneia dintre premisele implicate (de ex.: legea
lui Boyle cu aplicare la gazul particular), insd niciodatd ca semn al faptului ca
principiile logice si matematice implicate ar putea fi nevalabile.

Astfel, in determinarea cunoasterii empirice, matematica (la fel ca logica)
este asemenea unui storcator teorectic, ca sa spun asa: mecanismele teoriilor
matematice si logice nu pot produce mai mult suc al informatiei factuale decat este
continut 1n asumtiile la care sunt aplicate; insa ele pot da mai mult suc de acest fel
decét s-ar fi putut estima la o primd inspectare intuitivd a respectivelor asumtii,
care formeaza materia prima pentru storcator.

In acest punct este poate nimerit a considera, pe scurt, statutul acelor
discipline matematice care nu sunt produsele aritmeticii, si astfel ale logicii; ele
includ, in particular, topologia, geometria, diferitele ramuri ale algebrei abstracte,
cum ar fi teoria grupurilor, laticelor, corpurilor etc. Fiecare dintre aceste discipline
poate fi dezvoltatd ca un sistem deductiv pur, pe baza unei multimi cores-
punzétoare de postulate. Daca P este conjunctia postulatelor unei teorii date, atunci
demonstratia unei propozitii 7 in aceastd teorie constd in deducerea lui 7 din P cu
ajutorul principiilor logicii formale. Ceea ce este stabilit prin demonstratie nu este
deci adevarul lui 7, ci mai degraba faptul cad T este adevarat cu conditia ca
postulatele teoriei si fie adevirate. Insd pentru ca atat P, cat si 7 contin anumiti
termeni primi ai teoriei, carora nu le este asociat niciun sens specific, nu este
posibil a vorbi strict de adevarul lui P sau 7; ideea este mai adecvat exprimata
astfel: daca propozitia T este logic dedusa din P, atunci orice interpretare specifica
a termenilor primi care transforma postulatele P in enunturi adevarate vor face din 7,
de asemenea, un enunt adevirat. — Pana aici analiza este intru totul analoaga
aritmeticii bazate pe postulatele lui Peano. In cazul aritmeticii, totusi, s-a putut face
un pas mai departe, si anume, sd se defineasca sensurile obisnuite ale termenilor
primi prin concepte pur logice si sd se arate ca postulatele aritmeticii — si deci
teoremele — sunt neconditionat adevarate in virtutea acelor definitii. O procedura
analoagd nu este posibild acelor discipline care nu sunt produsele aritmeticii:
termenii primi din diferitele ramuri ale algebrei abstracte nu au niciun ,,sens
obisnuit”; si daca geometria, In interpretarea ei obignuita, este ganditd ca o teorie a
structurii spatiului fizic, termenii ei primi au fost construiti cu referire la anumite
tipuri de entitdti fizice, astfel ca problema adevarului unei teorii geometrice, in
aceastd interpretare, se transforma intr-o problema empirica'. In scopul aplicarii
oricaror discipline nonaritmetice de acest fel unor domenii particulare ale matematicii,
sau unor stiinte empirice, este deci necesar a asigura mai intdi termenilor primi
anumite sensuri specifice si a vedea apoi daca in aceastd interpretare postulatele
devin enunturi adevarate. Daca acesta este cazul, putem fi siguri ca toate teoremele
sunt enunturi, de asemenea adevarate, pentru ca sunt logic derivate din postulate si

' Pentru o discutie mai detaliati in aceastd problema, cf. Hempel 1945.
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explica astfel, In mod simplu, continutul celor din urma pentru interpretarea data.
In aplicarea lor, datele empirice, aceste teorii matematice, nu mai putin decat
teoriile provenite din aritmetica, si finalmente din logica, au functia unui instrument
analitic ce pune in lumind implicatiile unei multimi date de asumtii, fara a adauga
nimic la continutul lor.

Insd, dacd matematica nu contribuie cu nimic la continutul cunoasterii noastre
empirice, ea este de-a dreptul indispensabild unei astfel de cunoasteri ca mijloc de
validare si exprimare lingvistica: majoritatea teoriilor din stiinta empirica — incluzand
aici si pe cele care dau cele mai reusite predictii sau aplicatii practice — sunt
realizate cu ajutorul conceptelor matematice; formularea acelor teorii presupune, in
particular, sistemul de numere, precum si relatiile functionale dintre diferitele
variabile metrice. In plus, testarea stiintifica a acestor teorii, formularea predictiilor
cu ajutorul lor, in fine, aplicarea lor practica, toate necesitd deductia de la teoria
generala la anumite consecinte specifice; iar aceste deductii ar fi de-a dreptul
imposibile fard mecanismul matematic prin care se aratd ce aserteaza teoria
generald despre un anumit caz special.

Asadar, analiza schitata in aceste pagini prezintd sistemul matematicii ca pe o
vasta si ingenioasd structurd conceptuald, fard continut empiric, doar ca un indis-
pensabil si puternic instrument teoretic destinat intelegerii stiintifice si gestiondrii
lumii experientelor noastre.
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