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PRINCIPIA MATHEMATICA
Teoria tipurilor logice

1. Principiul cercului vicios,

2. Natura functiilor propozitionale,

3. Definitia si ambiguitatea sistematica a adevarului si falsului,
4. De ce o functie data presupune argumente de un anumit tip,
5. Ierarhia functiilor si a propozitiilor,

6. Axioma reductibilitatii,

7. Motivele acceptarii axiomei reductibilitatii,
8. Contradictiile.

Teoria tipurilor logice, obiectul prezentului capitol, ni se recomanda de la
sine, in primul rand datorita capacitatii ei de-a rezolva anumite contradictii, dintre
care cea mai cunoscutd matematicienilor este cea a lui Burali-Forti despre cel mai
mare numir ordinal. Insi teoria nu este in intregime dependentd de aceasta
recomandare indirecta, ea are i 0 anumita consonanta cu simful comun, ceea ce 1i
conferd o inerentd credibilitate. Vom incepe deci prin a face descrierea teoriei,
dupa care o vom aplica 1n rezolvarea contradictiilor.

1. Principiul cercului vicios

O analiza a paradoxurilor, in vederea evitarii lor, ne aratd cad toate provin
dintr-un anumit tip de cerc vicios. Cercul vicios in chestiune rezultd din presu-
punerea ca o colectie de obiecte poate contine membri definiti in termenii colectiei
luati ca intreg'. Colectia propozitiilor, de exemplu, presupune in componenta sa o
propozitie care spune ca ,toate propozitiile sunt adevarate sau false”. S-ar parea
totusi ca un astfel de enunt (in orig. statement) sa nu poata fi legitim daca ,toate
propozitiile” nu s-au referit la o colectie deja definita, ceea ce nu este cazul de
vreme ce noi propozitii sunt formate prin enunturi despre ,toate propozitiile”. Va
trebui, prin urmare, sa spunem ca enunturile despre ,.toate propozitiile” sunt fara
sens”. Mai general, dati fiind o multime oarecare de obiecte, presupunind ci

! Autorii folosesc termenii colectie si membru al colectiei in locul celor de mulfime si element
al multimii, care la data respectiva nu intraserd in vocabularul logicii si al matematicii. Dat fiind ca
intelesul lor este in mare masura acelasi, am pdstrat exprimarea originala. (n. trad.)

2 Aici, ca de altfel pe tot cuprinsul lucririi, nu se face o distinctie suficient de clara intre
propozitie si enunt, nici intre propozitie si judecatd. Conform uzantelor actuale, l-am tradus pe
sentence prin propozitie, iar pe statement prin enunt. Termenul proposition a fost tradus prin
proporzitie sau prin judecatd, in functie de context. La randul lui, judgement a fost tradus prin
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respectiva multimea are totalitate, dacd ea contine membri ce presupun aceasta
totalitate, atunci multimea in cauza nu poate avea totalitate. Spunand cd o multime
nu are totalitate, Intelegem, in primul rand, ca nici un enunt cu sens nu poate fi
facut despre ,,toti membrii sai™. Propozitiile, dupa cum arati ilustrarile de mai sus,
trebuie luate ca o multime fara totalitate. Acelasi lucru se poate spune, dupa cum
vom vedea imediat, despre functiile propozitionale, chiar daca ele sunt in asa fel
restranse incat si aiba semnificatie cand iau ca argument un obiect dat a. In
asemenea cazuri se impune sd despicdim multimea inifiald Tn mulfimi mai mici,
fiecare fiind capabila de totalitate. Iata ce isi propune sa faca teoria tipurilor.
Principiul care ne permite sa evitdm totalitatile ilegitime poate fi formulat
dupa cum urmeaza: ,,orice presupune pe fofi ai unei colectii nu trebuie sa faca parte
din colectie”; sau invers: ,,daca o anumitd colectie, presupusd a avea totalitate,
contine membri definibili in termenii acelei totalitati, atunci presupusa colectie nu
are totalitate”. Pentru cd ne permite sa evitdm cercul vicios al totalitatilor ilegitime
asumate, il vom numi ,,principiul cercului vicios”. Argumentele respinse in baza
principiului cercului vicios vor fi numite ,falaciile cercului vicios™. Astfel de
argumente, in anumite circumstante, pot duce la contradictii, insd adeseori se
intdmpla ca propozitiile la care conduc ele sa fie adevarate, desi argumentele ca
atare sunt falacioase. Sa ludm ca exemplu legea tertului exclus in forma ,toate
propozitiile sunt adevarate sau false”. Daca din aceastd lege noi deducem ca, fiind
vorba de o propozitie, legea tertului exclus este ea insdsi adevarata sau falsa, vom
comite o eroare a cercului vicios. ,,Toate propozitiile” trebuie cumva limitata
inainte de-a deveni o totalitate legitima si orice asemenea limitare trebuie facuta in
asa fel incat enunturile despre totalitate sa cada in afara totalitatii. Tot astfel in
cazul scepticului imaginar, care, asertand ca nu stie nimic aserteaza un nonsens, $i
care, contrazis fiind prin intrebarea daca stie ca nu stie nimic este contrazis printr-
un argument ce implicd eroarea cercului vicios. Pentru ca asertiunea scepticului sa
poata avea sens trebuie limitate lucrurile asupra cérora el isi aserteazd ignoranta,
din cauza ca lucrurile asupra cérora este posibil sa fii ignorant formeaza o totalitate
ilegitimad. Si, de Indatd ce a realizat o limitare corespunzdtoare a colectiei de
propozitii asupra carora isi aserteazd ignoranta, propozitia ca el este ignorant cu

judecatd, insa §i acesta are doud sensuri — un sens logic (ceea ce exprima propozitia) si unul
psihologic (actul de-a judeca, gandi). Pentru acesta din urméa am folosit uneori romanescul judecare.
Important, din punct de vedere logic, este rezultatul actului de judecare si nu actul ca atare. Acolo
unde am considerat ca echivalarile pot ridica probleme am facut precizarea in text. (n. trad.)

3 Notiunea de fotalitate, in ciuda precizarilor facute de autori, nu este foarte clard. Nu stim
daca aceastd totalitate este ea insasi o multime sau doar o caracteristicd a multimii. Punand-o in
dependenta de capacitatea noastra de-a face propozitii despre elementele multimii, autorii i sporesc si
mai mult dificultatea. Nu-mi dau seama, pentru moment, dacd multimea vida si multimea singulara
pot fi si ele apreciate ca multimi cu totalitate. (n. trad.)

* Termenul englezesc fallacy provine din latinescul fallacia (-ae) care inseamna ingeldtor, fals,
mincinos. in limba romani au fost adoptati termenii falacie si falacios, care, la fel ca in alte limbi
inseamna eroare, respectiv eronat. Data fiind echivalenta lor, ii vom folosi de aici inainte in egala
masura (n. trad.).
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privire la fiecare membru al acestei colectii nu trebuie sa fie ea Insdsi membru al
colectiei. Prin urmare, niciun scepticism valabil nu este deschis acestei forme de
respingere.

Paradoxurile logicii simbolice privesc diferite categorii de obiecte — propozitii,
clase, numere cardinale si ordinale etc. Toate aceste categorii de obiecte, dupa cum
vom vedea, reprezinta totalitati ilegitime, fiind deci capabile sa dea nastere la falacii ale
cercului vicios. Insd cu ajutorul teoriei (explicatd in cap. III) prin care enunturile
verbal formulate in termenii claselor si relatiilor sunt reduse la enunturi formulate
in termenii functiilor propozitionale, paradoxurile sunt in asa fel reduse incat se
referd la propozitii si la functii propozitionale. Paradoxurile referitoare la propozitii
sunt numai indirect relevante pentru matematica, fatd de cele mai apropiate de
interesul matematicianului care sunt formulate, toate, cu ajutorul functiilor propo-
zitionale. Vom continua deci prin a vorbi despre functii propozitionale.

2. Natura functiilor propozitionale

Intelegem prin ,,functie propozitionald” ceva ce contine o variabild x si
exprima o propozitie de indata ce o valoare 1i este data lui x. Ea diferd de propozitie
doar prin aceea ca este ambigud — contine o variabild cu valoare neasignata
(unassigned). Corespunde functiilor obisnuite din matematica prin faptul de a contine o
variabila neasignata si difera de acestea prin faptul ca valorile ei sunt propozitii. De
exemplu, ,,x este om” sau ,,sin x = 1”7 sunt functii propozitionale. Vom vedea ca
eroarea cercului vicios isi poate face loc de la bun Inceput admitand ca posibile
argumente ale functiei termeni ce presupun functia. Aceastd forma a falaciei este
foarte instructiva, iar evitarea ei conduce, dupa cum vom vedea, la ierarhia tipurilor.

Problema naturii functiei’ nu este nici pe departe una simpli. Asa cum am
spus, trasatura distinctiva a unei functii este ambiguitatea. Sa luam ca exemplu
legea identitatii in forma ei obisnuita ,,4 este 4”. Psihologic vorbind, este clar ca
aici avem o singura judecata (judgement). Dar ce avem de spus relativ la obiectul
acestei judecati? Noi nu judecam ci Socrate este Socrate, nici cd Platon este Platon
si nici altceva cu privire la judecitile definite care sunt instante ale legii identitatii.
Si totusi, fiecare judecatd tine Intr-un anumit sens de domeniul judecatii noastre.
De fapt, noi gandim o instantd ambigud a functiei propozitionale ,,4 este 4”. Se
pare ca avem un gand fara un obiect definit, obiectul sau fiind unul nedeterminat
relativ la valorile functiei ,,4 este A”. Acesta este tipul de ambiguitate ce constituie
esenta unei functii. Cand vorbim despre ,,®x”, unde x este nespecificat, intelegem o
valoare a functiei, Tnsd nu una definitd. Putem exprima aceasta spunand ca ,,®x”
denota ambiguu pe ®a, b, Oc etc., unde Da, b, dc etc. sunt valorile lui ,,dx”.

Cand spunem ca ,,0x” denotd ambiguu pe ®a, ©b, Oc etc., vrem sd spunem
cd ,,0x” Inseamna unul dintre obiectele ®a, @b, ®c etc., insd nu unul definit, ci
unul nedeterminat. In consecinta, ,,®x” are o semnificatie bine definitd (in ciuda

>in cele ce urmeazi prin ,,functie” vom intelege intotdeauna ,,functia propozitionald”, despre
alte functii nu va fi vorba in acest capitol.
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faptului cd esenta ei este de-a fi ambigud) numai daci obiectele da, ©b, Oc etc.
sunt bine definite. Altfel spus, o functie nu este bine definitd daca valorile ei nu sunt
toate bine definite. Urmeaza de aici ca nici o functie nu poate avea printre valorile
ei ceva care sd presupund functia, pentru cd, daca ar avea, nu am putea privi
obiectele ambiguu denotate de functie ca definite pana cand functia insasi nu a fost
definita; or, lucrurile stau exact invers, functia nu poate fi definitd pana cand valorile ei
nu sunt definite. Acesta este un caz particular, poate cel mai important caz al princi-
piului cercului vicios. O functie este ceea ce denotd ambiguu ceva al unei totalitéti,
acestea fiind valorile functiei; prin urmare, aceasta totalitate nu poate contine nici
un membru care sd presupuna functia, pentru ca ar insemna sa contind membri ce
implica totalitatea, si atunci, conform principiului cercului vicios, nu ar mai fi totalitate.

Se poate vedea, conform descrierii facute, ca valorile unei functii sunt presupuse
de functie, si nu invers’. Este suficient de clar, pentru orice caz particular, ci o
valoare a unei functii nu presupune functia. Propozitia ,,Socrate este om”, de
exemplu, poate fi perfect inteleasa fara a fi privitd ca valoare a functiei ,,x este om”.
Este adevarat, pe de alta parte, ca o functie poate fi inteleasa si fara sa fie necesara
o intelegere separata si individuald a valorilor ei. Daca lucrurile nu ar sta asa, nici o
functie nu ar mai putea fi inteleasd, pentru ca numarul valorilor (adevérate si false)
ale unei functii este necesar infinit si iTn mod necesar se vor gasi argumente posibile
care nu ne sunt cunoscute.

Din punct de vedere practic este necesar sa distingem functia de o valoare
nedeterminata a ei. Putem privi functia ca pe ceva ce denota ambiguu, iar valoarea
nedeterminata a functiei ca pe ceva ce este denotat ambiguu. Daca valoarea nede-
terminatd a functiei se noteaza cu ,,®x”, functia insdsi se va nota cu ,,® X (orice
alta literd poate fi folosita in locul Iui x). Va trebui deci sa spunem ca ,,®x este o
propozitie”, iar ,, X este o functie propozitionald”. Cand spunem ,®x este o
propozitie”, intelegem sa spunem ceva care este adevarat pentru orice valoare
posibild a lui x, desi nu noi hotdram ce valoare va avea x. Facem astfel un enunt
ambiguu despre oricare dintre valorile functiei. Dar cand spunem ,® X este o
functie”, nu facem un enunt ambiguu. Ar fi mai corect sa spunem ca facem un
enunt despre o ambiguitate, avand in vedere ca si functia este o ambiguitate.
Functia ca atare, ® X , este singurul lucru care denotd ambiguu valorile sale, in timp
ce @x, unde x este nespecificat, este unul dintre obiectele denotate, ambiguitatea
apartinand manierei de denotare.

Am vazut cd, in conformitate cu principiul cercului vicios, valorile unei
functii nu pot contine termeni definibili in termeni de functie. Acum, data fiind o
functie @ X, valorile ei sunt toate propozitii de forma ®x. De unde rezultd ca nu
trebuie s existe propozitii de forma ®x unde x si ia o valoare care sd o presupuna
pe @ X . (Daca acesta ar fi cazul, valorile functiei nu ar fi in totalitate determinate
pana cand functia nu a fost ea Insdsi determinatd, in timp ce noi am gasit ca functia

% Functia presupune valorile, nu valorile functia. Aceastd caracteristici a functiei propozitionale,
fundamentala in opinia autorilor, este o consecinta a principiului cercului vicios (n. trad.).
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nu este determinata daca valorile ei nu sunt anterior determinate.) Prin urmare, nu
trebuie sd existe vreun lucru precum functia @ x cu argumentul @ X, sau cu vreun
alt argument care si o presupund pe ® x. Altfel spus, simbolul ,,®(® X)” nu
trebuie sd exprime o propozitie agsa cum exprima ,,®a”, dacd ®a este o valoare a lui
® x . De fapt, ,,®(® x ) trebuie s fie un simbol care si nu exprime nimic (putem
spune ci el nu este semnificant). Astfel, relativ la orice functie ® X vor exista
argumente pentru care functia nu are nici o valoare si argumente pentru care ea are
o valoare. Vom numi argumentele pentru care ® X are valoare ,,posibilele valori
ale lui x”. Despre ® X vom spune ci ,,este semnificanta (sau cd are semnificatie —
n. trad) relativ la argumentul x”, dacd ® X are valoare pentru argumentul x.

Va trebui s evitdm o neintelegere cand spunem ca ,,»(d x )’ este fard sens,
si deci nici adevarata, nici falsd. Dacad ,,®(® x)” a fost interpretatd drept ,,valoarea
lui ® x pentru argumentul ® x este adevarul”, aceasta nu este fard sens, ci falsa.
Ea este falsa din exact aceleasi considerente din care este falsa ,,Regele Frantei este
chel”, si anume, pentru ci nu existd nici un lucru precum ,,valoarea lui ® X pentru
argumentul ® X ”. Dar cand, pentru un anumit argument a asertim ®a, noi nu
intelegem sa asertam ,,valoarea lui ® X pentru argumentul @ este adevarul”; ceea ce
intelegem sa asertdm aici este propozitia efectiva care este valoarea lui ® X pentru
argumentul a. De pilda, dacad @ X este functia ,, X este om”, atunci ®(Socrate) va fi
,Socrate este om” si nu ,,valoarea functiei « X este om» pentru argumentul Socrate
este adevarul”. Astfel, conform principiului nostru ca ,,®(® X )” este fard sens, nu vom
putea in mod legitim nega ,,functia « X este om» este om” din cauzi cd aceasta este
un nonsens, insd putem nega ,,valoarea functiei « X este om» pentru argumentul
«X este om» este adevarul”, si aceasta nu pentru cd valoarea in chestiune ar fi
falsul, ci in baza faptului cé nu exista nici o astfel de valoare a functiei.

Vom nota cu simbolul ,,(x).®x” propozitia ,,®x are loc intotdeauna’, adica
propozitia care aserteazi foate valorile lui ®x. Aceast propozitie presupune (involves)®
functia @ x , nu doar o valoare ambigua a ei. Asertarea lui ®x, unde x este nespecificat,
este o asertare diferitd de asertarea tuturor valorilor lui ®@ X, pentru ca prima este o
asertiune ambigua, in timp ce a doua nu este In nici un caz ambigua. Trebuie
observat ca ,,(x).®x” nu aserteaza ,,@x, pentru toate valorile lui x”, pentru ca, asa
cum am vazut, sunt si valori ale lui x pentru care ,,®x” nu are sens. Ceea ce se
aserteaza prin ,,(x).dx” sunt numai propozitiile care sunt valori ale lui ® X ; adica
numai valorile lui x care o fac pe ® X cu sens, respectiv, toate argumentele posibile
pentru care ®Ox este asertatd cand o asertdm pe ,,(x).®x”. Asa stdnd lucrurile, un
mod rezonabil de-a o citi pe ,,(x).Dx” este ,,Dx este adevaratd pentru toate valorile
posibile ale Iui x”. Totusi, acesta este o citire mai putin precisa decat ,,®x are loc

7 Folosim ,,intotdeauna” (always) cu sensul de ,,in toate cazurile”, si nu ,tot timpul”. La fel
pentru ,,uneori” (sometimes) care insemna ,,in unele cazuri”.
¥ Pentru a evita confuzia cu implicatia logici, I-am tradus pe involves prin presupune (n. trad.).
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intotdeauna” din cauza ca notiunea de adevar nu face parte din continutul a ceea ce
este judecat. Cand judecam ca ,,toti oamenii sunt muritori”’, noi judecam in mod
adevarat, Insa notiunea de adevar nu este in mod necesar In mintea noastra, ea trece
dincolo de ceea ce este necesar in judecata ca ,,Socrate este muritor”.

3. Definitia si ambiguitatea sistematica a adevarului si falsului

Dat fiind cd ,,(x).®x” presupune functia ® X ar trebui, conform principiului
nostru, ca ea sa nu poata fi argumentul lui ®. Cu alte cuvinte, simbolul ,,®{(x).®Dx}”
trebuie sd fie fard sens. La prima vedere, acest principiu pare sid admitd unele
exceptii. Sa ludm exemplul functiei ,, p este falsd” si sd considerdm propozitia
»(p). p este falsd”. Aceasta ar trebui sd fie o propozitie care si aserteze toate
propozitiile de forma ,p este falsa”. O astfel de propozitie, am inclina s& spunem
cd, trebuie sa fie falsd din cauza faptului ca ,p este falsd” nu este intotdeauna
adeviratd. Ajungem astfel la propozitia

»{(p). p este falsd} este falsa,”

o0 propozitie pe care am declarat-o imposibild, unde ,,(p). p este falsd” este argumentul
functiei ,, p este falsa”. S3 mai observdm ca ,,(p). p este falsd” se vrea a fi o
propozitie despre toate propozitiile, insd, conform cu principiul cercului vicios in
forma sa generala, nu ar trebui sd existe propozitii despre toate propozitiile. Este
clar totusi, data fiind o functie, cé exista o propozitie (adevaratd sau falsad) care sa
aserteze toate valorile sale. Suntem condusi in final la concluzia ca ,p este falsa” si
,»q este falsd” nu trebuie s fie intotdeauna valorile argumentului p, respectiv ¢, ale
unei singure functii ,, p este falsa”. Acest lucru este posibil numai daca cuvantul
»fals” are mai multe semnificatii, corespunzator diferitelor tipuri de propozitii.

Ca termenii ,,adevar” si ,,fals” au mai multe intelesuri, diferite intre ele,
conform tipului de propozitie la care se aplica ei, nu este greu de inteles. Sa luam o
functie oarecare ® X , cu ®a una dintre valorile sale. Numim tipul de adevar aplicabil
lui @a ,,adevar prim”. (A nu se intelege ca acesta ar fi adevéar prim si 1n alt context,
ceea ce se spune este doar ca in contextul nostru el este adevar prim.) Sa consideram
mai departe propozita ,,(x). @x”. Daca aceasta are tipul de adevar corespunzator,
inseamna ca orice valoare ®x are ,,adevar prim”. Astfel, dacd numim tipul de
adevar corespunzator lui (x). ®x ,,adevar secund”, o putem traduce pe ,,{(x).Ox}
are adevar secund” prin ,,orice valoare a lui ® X are adevar prim”, adica ,,(x). (®x
are adevar prim)”. In mod aseminitor, daci simbolizam cu ,,(3x).®x” propozitia
,»®x are loc uneori”, ceea ce mai putin precis s-ar exprima prin ,,®x are loc pentru
unele valori ale lui x”, vom gasi cd (3x).dx are adevar secund dacid existd un x
pentru care ®x are adevar prim. il putem astfel traduce pe ,,{(3x).dx} are adevar
secund” prin ,,unele valori pentru care ® X are adevar prim”, adica ,,(3x). (Px are
adevar prim”. Aprecieri similare se aplica falsului. Astfel, ,,{(x).®x} are fals secund”
va insemna ,,unele valori ale lui ® x au fals prim”, adica ,,(3x). (Ox are fals prim)”,
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pe cand ,,{(3x).Dx} are fals secund” va insemna ,toate valorile lui ® X au fals prim”,
adica ,,(x). (®x are fals prim)”. In felul acesta tipul de fals ce poate apartine unei
propozitii generale este diferit de cel ce poate apartine unei propozitii particulare.
Aplicand consideratiile de mai sus propozitiei ,,(p). p este falsd”, vedem ca
genul de fals in chestiune se cere specificat. Daca, de pilda, este vizat falsul prim,

atunci functia ,, p are fals prim” are sens doar cand p este tipul de propozitie care

=9

are fals prim sau adevar prim. In consecinta, ,,(p). p este falsi” va fi inlocuiti cu un
enunt echivalent cu ,toate propozitiile avand adevar prim sau fals prim au fals prim”.
Aceasta propozitie are fals secund si nu poate fi argument al functiei ,, p are fals
prim”. Dispar astfel exceptiile aparente ale principiului potrivit caruia ,,®{(x).®x}”
trebuie sa fie fara sens.

Consideratii similare se pot face relativ la ,;non-p” si ,,p sau ¢”°. S-ar pirea ci
acestea sunt functii in care orice propozitie poate si apari ca argument. Insi
aceasta se datoreaza ambiguitatii sistematice din semnificatia lui ,,nu” si ,,sau”, prin
care acestia se adapteaza oricarui gen de propozitie. Pentru a arata exact cum stau
lucrurile, ar fi de dorit sa Incepem cu definitia celui mai simplu gen de adevar,
respectiv, fals.

Universul consta din obiecte care au diferite calitati si care stau in diferite
relatii. Unele dintre obiectele universului sunt complexe. Cand un obiect este complex,
el consta din parti intercorelate. Sa consideram un obiect complex compus din doua
parti a si b aflate in relatia R. Obiectul complex ,,a-in-relatia-R-cu-b” poate fi
perceput. Cand este perceput, el este perceput ca un obiect. Atentia ne arata ca este
complex; judecam atunci cd a si b stau in relatia R. O astfel de judecata, fiind
derivatd din perceptie doar prin atentie, poate fi numitad ,judecatd de perceptie”.
Aceasta judecatd de peceptie, consideratd doar ca o existentd (realizare) actuala,
este o relatie cu patru termeni, si anume: termenii a si b, relatia R §i perceptorul
(cel ce percepe — n. trad.). Perceptia, dimpotriva, este o relatie cu doi termeni, si
anume, ,,a-in-relatia-R-cu-b” si perceptorul. Intrucat un obiect al perceptiei nu
poate fi vid, noi nu il putem percepe pe ,,a-in-relatia-R-cu-b” dacd a nu este in
relatia R cu b. De aceea, o judecata de perceptie, conform definitiei de mai sus,
trebuie sd fie adevaratd. Aceasta nu inseamna ca intr-o judecatd ce ne apare ca
fiind de perceptie, noi suntem siguri ca nu existd ceva eronat, Intrucat noi putem
gresi gandind ca judecata noastra a fost realmente obtinuta doar prin analiza a ceea
ce a fost perceput. Dar daca judecata noastrd a fost astfel obtinutd, ea trebuie sa fie
adevirata. In final, putem defini adevdrul, relativ la judecitile considerate, ca stand
in faptul ca existd un complex corespunzdator gandirii discursive care este judecata.
Cu alte cuvinte, cand noi judecam ca ,,a are relatia R cu »”, judecata noastra este
apreciatd ca adevaratd cand exista (se afla — there is) un complex ,,a-in-relatia-R-

® Negatia si disjunctia, operatorii primari ai Principiei, transcriu orice alt operator propozitional
verifunctional. Daca eroarea cercului vicios nu afecteaza propozitiile negative si disjunctive, se
intelege ca nici alte propozitii compuse nu vor fi afectate, cu conditia ca operatorii lor principali sa fie
definibili prin negatie si disjunctie (n. trad.).
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cu-b”, si este apreciatd ca falsd cand nu acesta este cazul'’

adevarului si falsului relativ la genul de judecéti considerat.

Vom vedea cd, in conformitate cu descrierea facutd, o judecare (judgment)"
nu are un singur obiect, si anume, judecata, ci cateva obiecte intercorelate. Cu alte
cuvinte, relatia care constituie judecata nu este o relatie cu doi termeni — mintea
care judeca si judecata/propozitia —, ci o relatie cu mai multi termeni: mintea si
ceea ce se cheama constituientii judecétii. Cand spunem, prin urmare, ,,acesta este
rosu”, ceea ce se realizeaza este o relatie cu trei termeni — mintea, ,,acesta” si rosu.
Pe de alta parte, cand percepem ,roseata acestuia”, se realizeaza o relatie cu doi
termeni — mintea §i obiectul complex ,roseata acestuia”. Cand se realizeazd o
judecare, existd o anume entitate complexd compusd din minte si din diferitele
obiecte ale judecarii. Cand judecata este adevirata, in cazul genului de judecata
considerat, existda un complex de obiecte corespunzitor doar judecatii. Falsul,
relativ la clasa noastra de judecati, constd in absenta complexului corespunzator de
obiecte. Urmeaza, conform acestei teorii, cd o ,,judecatd” este o falsa abstractie, in
sensul in care judecata se presupune a fi obiectul unei judecari, pentru ca o judecata
are mai multe obiecte, nu unul. Multitudinea de obiecte din judecare/judecatd (ca
opusé perceptiei) este cea care i-a facut pe oameni sa vorbeascad despre gandire ca
fiind ,,discursiva”, desi ei nu par sa fi realizat cu claritate ce inseamna acest epitet.

Datorita pluralititii de obiecte aferente unei judecari singulare, ceea ce numim
,judecatd” (in sensul 1n care aceasta se deosebeste de propozitia care o exprima) nu
este o entitate singulari. In consecintd, expresia (the phrase) care exprimi o
judecata este ceea ce numim un simbol ,,incomplet”; ea nu are semnificatie in sine,
pentru a dobandi o semnificatie completi ea necesiti anumite completiri'’. Acest
fapt este oarecum obturat de circumstanta ca judecata n sine suplineste completarea, si
ca judecata in sine nu aduce nici o addugare verbald propozitiei. Astfel, ,,propozitia
«Socrate este om»” foloseste ,,Socrate este om”, intr-un mod care presupune o
completare de un anume fel, Tnainte ca ea sa dobandeasca o semnificatie completa.
Insa, cand eu judec ,Socrate este om” semnificatia este completati prin actul
judecarii si deci nu mai avem un simbol incomplet. Faptul cd propozitiile sunt
simboluri incomplete este filosofic important si intr-o anumitd masura relevant
pentru logica simbolica.

. Aceasta este definitia

10 Expresiile there are, there is se traduc, de reguld, prin sunt, se afld, se gdsesc, respectiv, este.
Pentru simplificarea exprimarii, acolo unde ideea nu este periclitata, ele au fost traduse prin existd (n. trad.).

" Am tradus astfel termenul judgment, pe care, asa cum am mai spus, autorii il folosesc in
doua acceptiuni diferite — actul mental de-a judeca si judecata ca atare, adica rezultatul acestui act (a
se vedea si nota 2). in propozitia de fatd este vorba de judgment-ul primei acceptiuni, doar el poate
avea ca obiect judecata (rezultatul judecarii/gandirii exprimat prin propozitie) (n. trad.).

2.0 noui dificultate de traducere a aparut prin introducerea termenului phrase, pe care, dat
fiind contextul, l-am tradus prin expresie. B. Russell, autorul principal al acestui text, nu tine sa fie
foarte consecvent in utilizarea termenilor. Dacd 1n pasajul vizat calitatea de simbol incomplet revine
acestei phrase, cateva randuri mai jos el vorbeste despre proposition ca despre un simbol incomplet.
Daca tinem seama ca, la Russell, simboluri incomplete sunt clasele si descriptiile, atunci propozitia
este simbol incomplet, nu judecata pe care aceasta o exprima. Ceea ce pare sd spuna si textul de fata,
in ciuda obscuritatilor semnalate (n. trad.).
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Judecitile cu care ne-am ocupat pana acum sunt de aceeasi forma cu judecatile
de perceptie, subiectul lor este intotdeauna particular si definit. insa multe judeciti
nu au aceasta formd. De exemplu: ,,toti oamenii sunt muritori”, ,,am Intalnit un
om”, ,,unii oameni sunt greci”. Inainte de a ne ocupa de aceste judecdti, vom
introduce cativa termeni tehnici.

Vom numi ,,un complex” orice obiect ,,a in relatia R cu b” sau ,,a avand
calitatea ¢”, sau ,,a, b si ¢ stau in relatia S”. Strict vorbid, un complex este orice se
realizeaza/apare in univers si nu este simplu. Vom spune despre o judecata ca este
elementara daca aserteaza doar astfel de lucruri precum ,,a in relatia R cu »” sau
»a avand calitatea ¢”, sau ,,a, b si ¢ stau in relatia S”. O judecata elementarad este
adevaratd atunci cand existd un complex corespunzator si falsd cand nu existd un
asemenea complex.

Sa luam acum o astfel de judecatd ca ,,toti oamenii sunt muritori”. Judecata
nu corespunde unui complex, ci mai multora, §i anume, ,,Socrate este muritor”,
,Platon este muritor”, ,,Aristotel este muritor” etc. (Pentru moment nu este necesar
sa ne intrebdm dacd acestea nu presupun un tratament suplimentar inainte de-a
ajunge la ultimul complex implicat. Pentru ilustrare, ,,Socrate este om” este tratata
aici ca o judecatd elementard, cand, de fapt, ea nu este astfel, dupa cum se va
explica mai tarziu. Realmente judecdtile elementare nu sunt foarte usor de gasit.)
Nu intentiondm sd negdm ca aici poate exista o relatie intre conceptul om si
conceptul muritor, care poate fi echivalenta cu ,,toti oamenii sunt muritori”, Insa, in
nici un caz, aceastd relatie nu este acelasi lucru cu ceea ce afirmam noi cand
spunem ca toti oamenii sunt muritori. Judecata noastra ca toti oamenii sunt muritori
adund la un loc un numar de judecdti elementare. Ea nu este totusi compusa din
acestea intrucat faptul ca Socrate este muritor nu este parte a ceea ce asertam,
cineva poate intelege asertiunea noastra si fard sa fi auzit vreodata de Socrate.
Pentru a intelege judecata ,,toti oamenii sunt muritori” nu este necesar sd stim ce
oameni existd. Trebuie sd admitem, prin urmare, ca un nou tip de judecata astfel de
asertiuni generale precum ,,toti oamenii sunt muritori”. Noi asertdm ca, dat fiind ca
x este om, x este intotdeauna muritor. Asertam, cu alte cuvinte, ca ,,x este muritor”
pentru orice x care este om. Suntem in felul acesta capabili sa judecam (indiferent
daca adevarat sau fals) ca foate obiectele care au atribuite anumite proprietati au de
asemenea atribuite alte proprietati. Prin urmare, date fiind functiile propozitionale
®xsi W x, existd o judecatd care sd o aserteaze pe Wx pentru orice x pentru care
este asertatd ®Ox. Astfel de judecéti vor fi numite judecati generale.

Este evident (din cele explicate) ca definitia adevarului in cazul judecatilor
generale nu este aceeasi cu definitia adevarului in cazul judecatilor elementare. Sa
numim adevarul pe care il atribuim judecatilor elementare ,,adevar elementar”.
Atunci cand asertam ca este adevarat ca toti oamenii sunt muritori, vom intelege ca
toate judecitile de forma ,,x este muritor”, cand x este om, au adevar prim. Vom
defini aceasta ca ,,adevar de ordinul doi” sau ca ,,adevar secund”. Prin urmare, daca
exprimam judecata ,,toti oamenii sunt muritori” sub forma

»(X). x este muritor daca x este om”
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si numim aceastd judecatad p, atunci, ,,p este adevaratd” trebuie sa insemne ,,p are
adevar secund”, ceea ce Inseamna

,»(X). «x este muritor» are adevar elementar daca x este om”

Pentru a evita nevoia unei limitdri explicite a variabilei subiect este
convenabil sd inlocuim interpretarea de mai sus pentru ,,toti oamenii sunt muritori”
cu o interpretare usor diferitd. Propozitia ,,toti oamenii sunt muritori” este echivalenta
cu ,,«x este om» implicd «x este muritor» pentru toate valorile posibile ale Iui x”.
Aici x nu este restrictionat la asemenea valori cum sunt oamenii, ci poate avea
orice valoare astfel ca ,,«x este om» implica «x este muritor»” sa aiba sens, adica sa
fie sau adevarata, sau falsa. O astfel de propozitie este numita ,,implicatie formala”.
Avantajul acestei forme este ca valorile pe care le poate lua variabila sunt date de
functia pentru care variabila este argument: valorile pe care variabila le ia sunt
toate valorile pentru care functia are sens.

Folosim simbolul ,,(x). ®x” pentru a exprima judecata generala ce aserteaza
toate judecitile de forma ,,®x”. in acest fel, judecata ,,toti oamenii sunt muritori”
este echivalentd cu

»(X). «x este om» implica «x este muritor»”
sau, in virtutea definitiei implicatiei, cu
,»(X). x nu este om sau x este muritor”

Asa cum am spus, sensul adevarului aplicabil acestei propozitii nu este acelasi cu
sensul aplicabil lui ,x este om” sau lui ,x este muritor”. in general, in orice
judecata (x).dx, sensul in care aceastd judecata este, sau poate fi adevarata, nu este
acelasi cu sensul in care ®x este, sau poate fi adevaratd. Daca @x este o judecata
elementara, ea este adevirata cand indicd un complex corespunzitor. Insa (x). ®x
nu indicd un singur complex corespunzitor: aceste complexuri’® sunt tot atit de
numeroase pe cat sunt valorile lui x.

Urmeaza din cele spuse ca o judecatd precum ,toate judecitile facute de
Epimenide sunt adevarate” va fi aptd de adevar numai daca toate judecitile sale
sunt de acelasi ordin. Daca sunt de ordine diferite, #n fiind ordinul cel mai mare,
putem face n asertiuni de forma ,,toate judecatile de ordin m facute de Epimenide
sunt adevarate”, unde m are toate valorile pana la n. Insa nici o astfel de judecata
nu se poate include pe sine in domeniul sdu propriu pentru cd o astfel de judecata
este intotdeauna de ordin mai nalt decat judecitile la care ea se refera.

Sa vedem mai departe ce se intelege prin negatia unei judecati de forma ,,(x).
®x”. Sa observam mai intai ca ,,Px are loc in unele cazuri” sau ,,®Px are loc uneori”
este o judecata care std pe picior de egalitate cu ,,@x are loc 1n toate cazurile”, sau
,,@x are loc intotdeauna”. Judecata ,,®x are loc uneori” este adevarata daca exista
una sau mai multe valori ale lui x pentru care ®x este adevaratd. Vom exprima

13 A nu se confunda cu complexe”, care inseamna cu totul altceva (n. trad.).
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propozitia ,,®Ox are loc uneori” cu ajutorul notatiei ,,(3x). ®x”, unde ,,3” std pentru
»existd” astfel ca intregul simbol poate fi citit ,,existd un x astfel cd ®x”. Vom lua
cele doud genuri de judecéti exprimate prin ,,(x). ®x” si ,,(Ix). Ox” ca idei prime
(primitive ideas). Luam, de asemenea, ca idee prima negatia unei judecati elementare.
Putem defini atunci negatiile lui (x). @x si (Ix). Ox. Negatia oricirei propozitii p se
va nota ,,~ p”. Negatia lui (x). ®x se va defini atunci prin

L~ (Ax). ~Dx”

iar negatia lui (Ix). @x se va defini prin ,,~ (x). ~Ox”. Astfel, in limbajul traditional
al logicii formale negatia unei judecdti universal afirmative se va defini ca o
particular negativa, iar negatia unei particulare afirmative ca o universal negativa.
Prin urmare, sensul negatiei in cazul acestor propozitii nu este acelasi cu sensul
negatiei propozitiilor elementare.

O explicatie analoaga se va aplica disjunctiei. Sa ludm propozitia ,,sau p sau
intotdeauna ®x”. Vom nota cu ,.,p v g”disjunctia a doua propozitii p si g. Propozitia
noastrd va fi atunci ,.,p. v .(x). ®x” .Vom presupune ca p este propozitie elementara
si cd Ox este Intotdeauna propozitie elementard. Ludm disjunctia a doud propozitii
elementare ca idee prima si definim disjuctia

» PV (X)), Dx”.

Aceasta poate fi definitd prin ,,(x). p v ®@x”. Cu alte cuvinte, ,,p este adevarata

sau @x este intotdeauna adevaratd” este aceeasi cu ,,«p sau @x» este intotdeauna
adevaratd”. In mod similar o definim pe

» DV .(Ix). Ox”

prin ,,(3x). p v ®x”, adica o definim pe ,,sau p este adevarata sau existd un x pentru
care ®x este adevaratd” prin ,,existd un x pentru care p sau ®x este adeviarata”. Tot
astfel putem defini disjunctia a doud propozitii universale: ,,(x). ®x. v . (y). ¥y” va
fi definitd prin ,(x, y). ®x v ¥y”. Cu alte cuvinte, ,sau ®x este intotdeauna
adevaratd sau Wy este Intotdeauna adevaratd” este aceeasi cu ,,«®Dx sau Py» este
intotdeauna adevaratd”. Prin aceastd metoda obtinem definitii ale disjunctiilor ce
contin propozitii de forma (x). ®x sau (3x). Ox 1n termenii disjunctiilor propozitiilor
elementare. Insa, pentru propozitiille de forma (x). ®x, (Ix). ®x, semnificatia
»~disjunctiei” nu este aceeasi care a fost pentru propozitiile elementare.

Explicatii similare pot fi date pentru implicatie si conjunctie, desi acestea nu
sunt neceare Intrucat implicatia si conjunctia pot fi definite in termeni de negatie si
disjunctie.

4. De ce o functie data necesita argumente de un anumit tip

Consideratiile aduse in favoarea conceptiei potrivit careia o functie nu poate
avea ca argument ceva definit in termenii functiei au fost mai mult sau mai putin
indirecte. O consideratie directd asupra tipului de functii care au ca argumente alte
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functii, ca si asupra tipului de functii care au altceva decat functii ca argumente, va
ardta, daca nu gresim, ¢ nu este doar imposibil pentru o functie ®Z si se ia pe
sine sau ceva derivat din sine ca argument, ci si cd, dacd W Z este o altd functie
astfel cd existd argumente a pentru care atat ,,®a” cat si ,,Ya” au sens, atunci nici
Y Z, nici altceva derivat din ea nu poate fi argument cu sens pentru @ Z . Aceasta
deriva din faptul cd o functie este In mod esential o ambiguitate, care, daca
urmeaza sa apara intr-o propozitie definitd, trebuie sd apara de asa manierda incat
ambiguitatea sd dispara si un enunt complet neambiguu sa rezulte. Un mic exemplu
va face problema mai clard. Astfel, ,,(x). ®x”, la care ne-am referit deja, este o
functie de @ X ; de indatd ce ® X este asignatd avem o judecatd complet definita,
lipsitd de ambiguitate. Este evident Tnsa cd noi nu putem substitui pentru functie
ceva care nu este functie: ,,(x). ®x” Inseamna ,.In toate cazurile are loc ®x si
depinde in semnificatia sa de faptul ca exista ,,cazuri” ale lui @x, adica depinde de
ambiguitatea caracteristicd a unei functii. Aceastd instantd ilustreaza faptul ca
atunci cand o functie poate fi cu sens argument, ceva care nu este functie nu poate
fi cu sens argument. Si invers, cand ceva care nu este functie poate fi cu sens
argument, o functie nu poate fi cu sens argument. Pentru exemplificare, sd o ludm
pe ,.x este om” si sd o considerdm pe ,,® X este om”. Nimic de aici nu poate elimina
ambiguitatea pe care o constituie ® X ; nu existd nimic definit despre care sa se
spuni ci este om. In definitiv, o functie nu este un obiect definit care sa poata fi
sau nu om; ea este doar o ambiguitate destinatd determinarii, pentru a se realiza cu
sens ea trebuie sa primeasca determinarea necesard, pe care nu o primeste daca este
doar substituitd pentru ceva determinat in propozitie'*. Acest argument nu se aplica
totusi in mod direct impotriva unui astfel de enunt cum ar fi ,,{(x). ®x} este om”.
Simtul comun l-ar declara lipsit de sens, insa el nu poate fi condamnat in baza
ambiguitatii subiectului sdu. Avem nevoie aici de o noud obiectie, §i anume: o
judecatd nu este o singurd entitate, ci o relatie Intre mai multe; de aceea un enunt in
care o judecata apare ca subiect va avea sens numai daca el poate fi redus la un
enunt despre termenii judecatii. O judecata, asemenea expresiilor ,cel care aga-si-asa”,
unde in mod gramatical ea apare ca subiect, trebuie despicata (broken) in consti-
tuientii sai pentru a gasi adevaratul subiect sau adeviratele subiecte. Insa intr-un
enunt precum ,,p este om”, unde p este o propozitie, acest lucru nu este posibil. Prin
urmare, ,,{(x). ®x} este om” este fara sens.

5. Ierarhia functiilor si a propozitiilor

Principiul cercului vicios si inspectia directd ne-au dus la concluzia ca
functiile care pot avea ca argument un obiect a nu pot fi argumente unele pentru
altele si ca aceste functii nu au nici un termen in comun cu functiile in care ele ar

' Notam ci enunturile privind semnificatia unei propozitii care o contine pe ,,® Z ” se referd

la simbolul ,,® Z ” si deci nu cad sub regula potrivit careia eliminarea ambiguitatii functionale este
necesard semnificatiei. Semnificatia este o proprietate a semnelor.
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putea fi argumente. Suntem condusi astfel spre constructia unei ierarhii. Incepand
cu a si cu alti termeni care pot fi argumente de acelasi fel cu a, ajungem la functiile
in care a este posibil argument; apoi la functiile in care primele functii sunt posibile
argumente si asa mai departe. Insa ierarhia nu este atit de simpla cum pare. Functiile
care il pot lua pe a ca argument formeaza o totalitate ilegitima si deci necesita
divizarea intr-o ierarhie de alte functii. Aceasta poate fi urmarita simplu din cele ce
urmeaza. Fie (@ Z x) o functie de doud variabile, ® Z si x. Fixdndu-1 pentru moment
pe x si asertdnd acest lucru pentru toate valorile posibile ale Iui @, obtinem propozitia

(D). Dz, x),

unde, dacd x este variabild, avem o functie de x; Insd, pentru ca aceastd functie
presupune o totalitate de valori relativ la @ 2", conform principiului cercului
vicios functia Tnsasi nu poate fi una dintre valorile totalitatii. Urmeaza ca totalitatea
valorilor lui @ Z, vizata de (®). Dz, x), nu este totalitatea functiilor in care x
apare ca argument §i cd nu existd nici o astfel de totalitate ca aceea a tuturor
functiilor in care x poate s apara ca argument.

Mai rezulta, conform celor spuse, ca functia in care @ Z apare ca argument
cere ca ,,®Z”sd nu stea pentru orice functie de un argument, ea trebuie
restrictionata de aga manierd incat nici una dintre functiile care sunt valori posibile
pentru ,,@ Z ” s nu presupund vreo referintd la totalitatea acestor functii. Sa luam
pentru ilustrare definitia identitatii. Putem incerca sa-1 definim pe ,,x este identic cu
X prin ,,orice este adevarat despre x este adevarat despre y”, adica ,,®x intotdeauna
implica ®y”. Insi aici, pentru ca suntem interesati si asertim toate valorile lui ,,®x
implicd ®y”, vazuta ca o functie de ®@, vom fi obligati sd-i impunem lui @ unele
limitari care ne vor feri sd includem printre valorile lui @ valori referitoare la ,.toate
valorile lui ®”. Astfel, de exemplu, ,,x este identic cu a” este o functie de x; de
aceea, daca ea este o valoare legitima a lui ® din ,,®x intotdeauna implica ®y”,
vom putea infera, cu ajutorul definitiei de mai sus, cd dacé x este identic cu a, si x
este identic cu y, atunci y este identic cu a. Desi concluzia este valabilad (sound),
rationamentul comite eroarea cercului vicios intrucat am luat-o pe ,,(®). ®x implica
®a” ca valoare posibila a lui ®x, ceea ce nu se poate. Dacd impunem totusi o
anumita limitare lui @, s-ar putea intdmpla, din céte se pare, ca pentru alte valori
Ox sa fie adevarata si @y falsa, ceea ce ar inseamna ca definitia pe care am dat-o
identitatii sa fie complet gresitd. Aceastd dificultate este evitatd prin axioma
reductibilitatii despre care va fi vorba mai tarziu. Deocamdata, ea este doar
invocatd in ideea de-a ilustra nevoia ierarhiei functiilor de un argument dat si
relevanta acesteia.

Dam numele de ,,a-functii” tuturor functiilor cu sens pentru un argument a.
Sa presupunem mai departe cd facem o selectie a a-functiilor si sd consideram

15 Cand vorbim de ,,valorile lui @ Z ”, nu z, ¢i ® urmeazi a fi asignat. Cand functia insési este
variabili, este nu doar posibil, ci si mai simplu si scriem ® si nu @ Z; cu exceptia cazurilor in care
este necesar sa se sublinieze cd un argument trebuie asignat pentru a asigura semnificatia.
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propozitia ,,a satisface toate functiile ce apartin selectiei in discutie”. Daca 1l
inlocuim aici pe a cu o variabila, obtinem o a-functie; insa, conform cu principiul
cercului vicios, aceastd a-functie nu poate fi membru al selectiei intrucat se refera
la totalitatea selectiei. Sa luam selectia ca fiind compusa din toate acele functii care
satisfac f(® z ). Noua functie va fi

(D).{f (D z ) implica Dx}

unde x este argument. Rezulta ca, indiferent ce selectie de a-functii vom face, vor fi
alte a-functii ce cad 1n afara selectiei. Astfel de a-functii, dupa cum ilustreaza
instantele de mai sus, vor parea intotdeauna functii de doua argumente, ® Z si x, ce
aserteaza toate sau unele dintre valorile rezultate prin varierea (varying) lui @.
Ceea ce este necesar deci, In vederea evitarii cercului vicios, este si despicim
aceste a-functii in ,tipuri”, niciun tip neavand voie sa contina functii care sa se
refere la totalitatea tipului.

Cand ceva este asertat sau negat despre toate valorile posibile ale unei
variabile, sau despre unele valori (nedeterminate) ale ei, acea variabila este numita,
dupd Peano, variabild aparentd. Prezenta cuvintelor fofi si unii intr-o propozitie
indica prezenta unei variabile aparente; Insd de multe ori o variabild aparenta este
prezenta fard ca limbajul sa indice in mod direct prezenta ei. De exemplu, ,,4 este
muritor” Inseamna ,,existd un moment in care 4 va muri”’. O asemenea variabila a
timpului este o variabild aparenta'®.

Cele mai clare instante ale propozitiilor fara variabile aparente sunt cele care
exprima nemijlocit judeciti de perceptie, cum ar fi ,,acesta este rogu” sau ,,acesta
este dureros”, unde ,,acesta” este ceva dat nemijlocit. in alte judecati, chiar daca la
prima vedere nicio variabild aparentd nu este prezenta, adeseori se intdmpla sa
existe una. Cineva poate spune ,,Socrate este om”. Pentru Socrate insusi cuvantul
»Socrate” std pentru un obiect de care el a fost constient nemijlocit, iar judecata
»docrate este om” nu contine nicio variabila aparenta. Insa, pentru noi, care il
cunoagtem pe Socrate numai din descriptii, cuvantul ,,Socrate” nu poate insemna
acelasi lucru; el Inseamnd mai degraba ,,persoana avand cutare-gi-cutare-proprietati”,
sa zicem , filosoful atenian care a baut cucuti”. In toate propozitiile despre ,.cel
care cutare-gi-cutare” existd o variabild aparenta, dupa cum se va arata in cap. IIL.
Prin urmare, in ceeea ce avem noi In minte cand spunem ,,Socrate este om” exista o
variabila aparenta, desi in judecata corespunzatoare facuta de Socrate nici o astfel
de variabila aparentd nu exista, sub rezerva cd ar fi un astfel de lucru precum
congtiinta nemijlocita de sine.

Indiferent ce ar putea fi instantele propozitiilor fara variabile aparente, este
evident ca functiile propozitionale ale caror valori nu contin variabile aparente sunt
sursa propozitiilor care contin variabile aparente, asemenea functiei ® X, sursa
propozitiei (x).dx. Valorile lui ® X nu contin variabila aparentd x, ea apare in (x).®x.

16 Exprimarea autorilor este elipticd. Corect ar fi fost ,,existd un moment ¢ in care 4 va muri”,
unde ¢ este intr-adevar o variabila aparenta (n. trad.).
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Daca ele contin o variabila aparentd y, aceasta poate fi eliminatd aseméanator si asa
mai departe. Acest proces trebuie sa duca la un sfarsit Intrucit nicio propozitie pe
care noi o putem intelege nu poate contine mai mult decit un numar finit de
variabile aparente, stiut fiind ca ceea ce noi putem intelege trebuie sa fie de o
complexitate finitd. Ajungem in final la o functie cu atitea variabile cati pasi s-au
succedat 1n obtinerea ei din propozitia originala, iar aceastd functie va fi astfel incat
valorile ei nu contin nici o variabila aparentd. Vom numi aceastd functie matricea
propozitiei originale si a oricarei alte propozitii si functii obtinute prin trans-
formarea unora dintre argumentele functiei in variabile aparente. De exemplu, daca
avem o astfel de functie-matrice ale cirei valori sunt ® (x, y)'’, vom deriva din ea pe

(»). @ (x, y), care este o functie de x,

(x). @ (x, y), care este o functie de y,

(x, ¥). © (x, y), care inseamna ,,® (x, y) este adevaratd pentru toate valorile
posibile ale lui x si y”.

Aceasta din urma este o propozitie care nu contine nici o variabila reala, mai
exact, nici o variabila cu exceptia variabilelor aparente.

Este clar ca toate propozitiile si functiile posibile sunt obtinute din matrici
prin procesul convertirii argumentelor matricii in variabile aparente. Pentru a
despica propozitiile si functiile in tipuri vom porni agadar de la matrici §i vom
urmari cum pot fi despicate ele astfel incat sa se evite cercul vicios din definitiile
functiilor considerate. in acest scop vom folosi litere precum a, b, ¢, x, y, z, w
pentru a denota obiecte care nu sunt nici propozitii, nici functii. Aceste obiecte vor
fi numite indivizi/individuali (individuals)'®. Astfel de obiecte vor fi constituientii
propozitiilor sau ai functiilor, ele vor fi constituienti genuini, in sensul ca nu dispar
in analiza, cum dispar clasele (de exemplu) sau expresiile de tipul ,,cel care cutare-
si-cutare”.

Primele matrici sunt cele ale caror valori au forma

Ox, Y(x, y), x(x, v, z ...),

unde argumentele, oricat de multe ar fi ele, sunt numai individuali. Functiile ®, P,
X ---, intrucat (prin definitie) nu contin variabile aparente, si nu au alte argumente in
afara individualilor, nu presupun vreun fel de totalitate a functiilor. Mai departe,
pornind de la functiile \P, ¥ ..., putem proceda la formarea altor functii de x, cum ar
fi: ().Y(x, y), (Fy).Y(x, ), (0, 2).Y(x, y, 2), ): (3y).x(x, y, z) etc. Toate acestea nu
presupun nicio totalitate, cu exceptia celei a indivizilor/individualilor. Ajungem
astfel la o anumita colectie a functiilor de x caracterizata prin faptul ca nu presupun

17 Exprimare prolixd, ® (x, y) este chiar matricea, nu valoarea matricii (n. trad.).

'8 Este vorba de constante si de variabile individuale. In (x). F(x) v F(a), de exemplu, apar
doud variabile — variabila individualad x, care este o variabild aparentd, si variabila predicativa F, aceasta
fiind o variabild reald. La randul lui, a este o constantd individuald. in cele ce urmeazi, termenul
englezesc individual va fi tradus prin individ si individual pe care i-am luat ca echivalenti (n. trad.).
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altfel de variabile decat variabilele individuale. Aceste functii se vor numi ,,functii
de ordinul intdi”".

Introducem acum o notatie pentru a exprima ,,orice functie de ordinul intai”.
Vom nota orice functie de ordinul intéi cu ,,®! x . Astfel ,,®! X > std pentru orice
valoare a oricérei functii ce nu presupune alte variabile cu exceptia variabilelor
individuale. Se va vedea ca ,,®!x” este ea insisi o functie de doud variabile, si
anume, ®!Z si x. Astfel, ®!x presupune o variabild care nu este individuala, si
anume, ®! Z . Similar, ,,(x). ®! X este o functie de variabild ®!Z ce presupune o
alta variabila decat una individuala. De asemenea, daca a este un individual dat

,,@lx implica @!a, pentru toate valorile posibile ale lui ®”

este o functie de x, insd nu una de forma ®!x din cauza ca implicd o variabila
(aparentd) @ care nu este un individual. S& dam numele de ,predicat” oricarei
functii de ordinul intdi ®!x. (Cuvantul ,ppredicat” este propus doar in interesul
prezentei discutii.) In felul acesta, enuntul ,,®!x implici ®!a pentru toate valorile
lui @ poate fi citit ,,toate predicatele lui x sunt predicatele lui a”. Acesta face o
enuntare despre x, fara a-i atribui lui x un predicat in sensul special definit.

Datorita introducerii variabilei functionale de ordinul intdi ®!Z, avem acum
un nou set de matrici. Astfel, ,,®!x” este o functie care nu contine nicio variabila
aparentd, ea contine doud variabile reale, ®! Z si x. (Trebuie observat ca, daca @
este asignat, putem obtine o functie ale carei valori presupun indivizi ca variabile
aparente, de exemplu daca ®!x este (y). Y(x, »). ins3, dacd @ este variabila, ®!x,
nu contine nicio variabild aparentd.) Din nou, dacd a este un individual definit ,
®!a este o functie de o variabild, ®! Z . Daci a si b sunt individuali definiti, ,,®!a
implica W!b” este o functie de doud variabile, ®! Z si ¥! Z, si asa mai departe. Am
ajuns astfel la o intreagad multime de noi matrici:

AD!2), g(@! 2 ,¥!2), F(D! Z, x) etc.

Aceste matrici contin ca argumente individuali si functii de ordinul intai,
insd, ca toate matricile, ele nu contin nicio variabila aparenta. Orice astfel de
matrice, daca contine mai mult de o variabila, da nastere la noi functii de o
variabild prin convertirea tuturor argumentelor ei, cu exceptia unuia, in variabile
aparente. Obtinem in felul acesta functiile

(D).g(®! Z ,\¥! 2), care este o functie de V! 2.
(x). F(®! Z , x), care este o functie de ! 2.
(D).F(D! Z, x), care este o functie de x.

' Autorii introduc (neanuntat) notiunea de ordin. Distinctia dintre ierarhia tipurilor si cea a
ordinelor nu este foarte clard. B. Russell, autorul de facto al teoriei tipurilor, revine in mai multe
randuri asupra subiectului adaugand de fiecare datd nuante si idei noi. In general, tipul se referd la domeniul
valorilor, el este clasa argumentelor pentru care functia are sens. In cadrul fiecarui tip se disting mai
multe ordine ierarhizate de la 1 la n (cu » finit). Ordinele, la fel ca tipurile, se divid in predicative si
nepredicative. Din pacate, textul nu face o diferentiere clard a tipurilor si a ordinelor, adeseori tipul se
confunda cu ordinul (n. trad.).
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Vom da numele de matrici de ordinul doi acestor matrici care au functii de
ordinul intdi ca argumente $i nu contin nici un alt argument cu exceptia functiilor
de ordinul intai i a indivizilor (nu este necesar sé aiba indivizi printre argumente).
Vom da numele de functii de ordinul doi functiilor care fie sunt matrici de ordinul
doi, fie sunt derivate din astfel de matrici prin transformarea unora dintre argumente in
variabile aparente. Se va vedea ca poate fi argumentul unei functii de ordinul doi
fie un individ, fie o functie de ordinul intdi. Functiile de ordinul doi contin variabile
care sunt functii de ordinul intai si nu contin alte variabile cu exceptia variabilelor
individuale.

Avem acum la dispozitie noi clase de functii. In primul rand, avem functiile
de ordinul doi care au ca argument o functie de ordinul intdi. Vom nota o variabila

functionala de acest gen cu f !(Ci) ! Z) si orice valoare a unei astfel de functii cu f
I(®! Z). Asemenea lui @!x, functia /' !(®!Z) este o functie de doud variabile, si
anume, £ (D 12) si ®! 2. Printre posibilele valori ale lui £ 1(D!2) vor fi: ®la
(unde a este o constantd), (x).®!x, (Ix).d!x etc. (Acestea rezultd din asignarea unei
valori pentru f, fara asignarea lui ®@.) Vom numi aceste functii, ,,functii predicative
de ordinul Intéi”.

In al doilea rand avem functii de ordinul doi de doud argumente, dintre care
unul este o functie de ordinul intai, iar celalalt un individual. Notdm valorile
nedeterminate ale unei astfel de functii cu

FUDZ, ).

De indata ce x este asignat, vom avea o functie predicativd de ®!Z. Daca
functia noastra nu contine nici o functie de ordinul intéi ca variabila aparentd, vom
obtine o functie predicativd de x daca 1i asignim o valoare lui ®! Z . Astfel, pentru
a lua cel mai simplu caz posibil, daca /(D! Z , x) este D!x, asignarea unei valori lui
® ne di o functie predicativdi de x in virtutea definitiei lui ,,®!x”. Insd, daci
f1(®! z, x) contine o functie de ordinul inti ca variabild aparentd, asignarea unei
valori lui ®! Z ne di o functie de ordinul doi de x.

In al treilea rand, avem functiile de ordinul doi de indivizi. Acestea vor fi
derivate din functiile de forma f !(®!Z, x) prin transformarea lui ® in variabila
aparentd. Prin urmare, nu vom avea nevoie de un nou simbol pentru ea.

Avem, de asemenea, functii de ordinul doi de doud functii de ordinul intai,
sau de doua astfel de functii si un individual si asa mai departe.

In exact aceeasi maniera putem proceda cu matricile de ordinul trei, care vor
fi functii ce contin functii de ordinul doi ca argumente si nu contin nici o variabild
aparentd si nici un argument cu exceptia individualilor si a functiilor de ordinul
intai si de ordinul doi. De aici, procedand ca mai Tnainte, putem ajunge la functiile
de ordinul trei; si tot astfel putem proceda mai departe, indefinit. Dacad cel mai
mare ordin al variabilei ce apare intr-o functie, fie ca argument, fie ca variabila
aparenta, este o functie de ordinul #, atunci functia in care apare ea este de ordinul
n + 1. Nu vom ajunge la functii de ordin infinit din cauza ca numarul de argumente
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si de variabile aparente dintr-o functie trebuie sa fie finit, si deci orice functie
trebuie sa fie de ordin finit. Intrucat ordinele functiilor sunt definite numai pas cu
pas, nu poate fi nici un proces de ,.trecere la limitd”, deci nu pot sa apara functii de
ordin infinit.

Vom spune cd o functie de o variabild este predicativa daca este de ordin
imediat urmator (superior) ordinului argumentului ei; adica de cel mai mic ordin
compatibil cu acest argument. Daca o functie are mai multe argumente si cel mai
mare ordin al functiilor ce apar printre argumentele ei este », vom numi functia
predicativd daca are ordinul n» + 1; adicd are cel mai mic ordin compatibil cu
argumentele ei. O functie de mai multe argumente este predicativa daca printre
argumentele ei existd unul astfel incat, cand celelalte argumente sunt asignate,
obtinem o functie predicativa de un argument nedeterminat.

Este important de observat ca toate functiile posibile din ierarhia de mai sus
pot fi obtinute cu ajutorul functiilor predicative si a variabilelor aparente. Astfel,
dupa cum am vézut, functiile de ordinul doi de un individual x sunt de forma

(D). /(D! 2, x) sau (AD). /(D! 2, x) sau (O, P). (D! 2, P! 2, x) etc.

unde feste o functie predicativa de ordinul doi. In general, o functie nepredicativa
de ordin n se obtine dintr-o functie predicativd de ordinul » prin transformarea
tuturor argumentelor ei de ordinul » —1 in variabile aparente. (Alte argumente de
asemenea pot fi transformate in variabile aparente.) In felul acesta nu avem nevoie
sd introducem orice functii ca variabile, cu exceptia functiilor predicative. Mai
mult, pentru a obtine orice functie de o variabila x nu este nevoie sa trecem dincolo
de o functie predicativa de doud variabile. Este cazul functiei (¥). /! (®!Zz,¥!Z,
x), unde f este o functie datd de ®!Z si x, si este predicativa. Astfel, ea este de
forma FI( ®! 2, x), iar (@, ¥). (D! 2, ¥! Z, x) este de forma (D). FI(P! Z, x). In
general, printr-o succesiune de pasi noi gasim cd, dacd ®!# este o functie predicativa
de ordin suficient de mare, orice asignare a lui x cu o functie nepredicativa va avea
una din cele doua forme

(D). FI(D! i1, x), AD). FID! i, x)

unde F este o functie predicativa de ®!u six.

Natura ierarhiei de mai sus a functiilor poate fi reformulatd dupa cum urmeaza.
O functie, asa cum s-a vazut incé de la inceput, presupune ca parte a semnificatiei
sale totalitatea valorilor sale sau, ceea ce este acelasi lucru, totalitatea argumentelor
sale posibile. Argumentele unei functii pot fi functii, propozitii sau individuali. (Ne
reamintim cd individualul a fost definit ca ceva ce nu este nici propozitie, nici
functie.) Facem pentru moment abstractie de cazul in care argumentul functiei este
o propozitie. Sa consideram o functie al carei argument este un individual. Aceasta
functie presupune totalitatea individualilor; insd, dacd ea nu contine functii ca
variabile aparente, ea nu presupune nici o totalitate de functii. Dacad totusi ea
contine o functie ca variabild aparenta, ea nu poate fi definita pana cand o anume
totalitate de functii nu a fost definitd. Urmeaza ca noi trebuie sa definim mai intai
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totalitatea acestor functii care au individuali ca argumente si care nu contin nici o
functie ca variabild aparenti. Acestea sunt functiile predicative de individuali. In
general, o functie predicativa de un argument variabil este o functie care nu presupune
nici o totalitate, cu exceptia celei a valorilor posibile ale argumentului si a celor ce
sunt presupuse de fiecare dintre argumentele posibile. Astfel, o functie predicativa
de un argument variabil este orice functie ce poate fi specificatd fara a introduce
noi tipuri de variabile, acestea nu sunt necesar presupuse de variabila argument.

Un tratament analog poate fi aplicat propozitiilor. Pot fi numite propozitii
elementare propozitiile care nu contin nici o functie i nici o variabild aparenta.
Propozitiile neelementare, care nu contin functii, nici variabile aparente, cu exceptia
individualilor, pot fi numite propozitii de ordinul intdi. (A se observa ca nici o
variabila, cu exceptia variabilelor aparente, nu poate interveni intr-o propozitie,
intrucat orice contine o variabild reald este o functie, nu o propozitie.) In felul
acesta, propozitiile elementare si propozitiile de ordinul intai sunt valori ale functiilor
de ordinul intai. (S& ne reamintim cd o functie nu este un constituient al vreuneia
dintre variabilele sale: functia ,, X este om”, de exemplu, nu este un constituient al
propozitiei ,,Socrate este om”). Propozitiile elementare, ca si propozitiile de ordinul
intai, nu presupun nici o totalitate, cu exceptia (cel mult) a totalitatii individualilor.
Ele au una sau alta din formele

Olx; (x). Olx; (Ix). Dlx

unde @!x este o functie predicativa de un individual. Urmeaza ca, dacé p reprezinta
o variabila de propozitie elementara sau o variabild de propozitie de ordinul intai,
atunci, o functie fp este fie f{Dlx), fie f{(x).Olx}, fie f{(Ix).D!x}. Astfel, o functie
de o propozitie elementara sau de o propozitie de ordinul intai poate fi intotdeauna
redusd la o functie de functie de ordinul intai. Urmeaza ca o propozitie ce presupune
totalitatea unei propozitii de ordinul intai poate fi redusd la una ce presupune
totalitatea unei functii de ordinul intéi; evident, acest lucru se aplica in mod egal si
ordinelor superioare. Ierarhia propozitionald poate fi asadar derivatd din ierarhia
functionala, deci putem defini o propozitie de ordinul # ca fiind una ce presupune o
variabild aparenta de ordin » — 1 din ierarhia functionald. Ierarhia propozitionald nu
este niciodata cerutd in practica, ea este relevantd doar pentru solutionarea para-
doxurilor; de aceea nu este necesar sa intram 1n alte detalii privind tipul propozitiilor.

6. Axioma reductibilitatii

Ramane sa discutam acum despre axioma reductibilititii*’. Se va vedea ci, in
conformitate cu ierarhia de mai sus, nici un enunt nu poate fi cu sens despre ,,toate

la editia a doua a Principiei (1925-27), Russell renuntd la axiomd considerand-o nenecesara.
»~Aceastd axioma, spune el, are o justificare pur pragmatica (conduce la rezultatele dorite si la nimic
altceva). In niciun caz insi ea nu este genul de axioma cu care si putem rimane multumiti. Relativ la
acest subiect nu se poate spune totusi cd s-ar fi obtinut o solutie satisfacatoare” (B. Russell ,
Introduction to the Second Edition, Princ. Math., ed. 2-a, p. XIV) (n. trad.).
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a-functiile”, unde a este un obiect dat. Prin urmare, o astfel de notiune ca ,.toate
proprietatile lui a”, care Inseamna ,,toate functiile adevarate pentru argumentul a”,
este ilegitima. Va trebui sd distingem ordinul functiilor considerate. Putem spune:
»toate proprietatile predicative ale lui a”, ,,toate proprietatile de ordinul doi ale lui a”
si asa mai departe. (Dacd a nu este un individual, ci un obiect de ordinul =,
»proprietatile de ordinul doi ale lui a” Inseamna ,,functiile de ordin » + 2 satisfacute
de @”.) Nu putem vorbi 1nsd despre ,,toate proprietitile lui a”. Putem vedea, in
schimb, cd in anumite cazuri unele enunturi au loc despre ,.toate proprietitile de
ordinul 7 ale lui a”, indiferent ce valoare ar avea n. In astfel de cazuri, nici o
dificultate practica nu rezultd din faptul cd luim enuntul ca fiind despre ,toate
proprietitile lui a”, cu conditia sd ne reamintim ca 1n realitate el este un numar de
enunturi i nu unul singur ce ar putea fi privit ca referindu-se la o alta proprietate a
lui a, deasupra si dincolo de toate proprietatile. Astfel de cazuri presupun intot-
deauna o anume ambiguitate sistematica, ca cea presupusa de semnificatia cuvantului
»adevar” explicatd ceva mai devreme. Datoritd acestei ambiguitati sistematice, este
posibil uneori sd combindm intr-un singur enunt verbal un numar de mai multe
enunturi diferite, corespunzitor diferitelor ordine ale ierarhiei. Acest lucru este
ilustrat de cazul mincinosului, unde enuntul ,toate A-enunturile sunt false” ar trebui
despicat 1n diferite enunturi referitoare la enunturile sale de diferite ordine atribuind
fiecaruia genul corespunzator de fals.

Axioma reductibilitatii este introdusé cu scopul de a legitima un mare numar
de rationamente in care intervin astfel de notiuni precum ,toate proprietatile lui a”
sau ,.toate a-functiile”, pe care cu greu le suspectdm cad ar ascunde vreo eroare
substantiali. In vederea formularii axiomei, trebuie si aritim mai intdi ce se
intelege prin ,echivalentd formald”. Doud functii ®x, WX sunt ,,formal echivalente”
cand, pentru orice argument posibil x, ® X este echivalentd cu W x ; adicd @ x si
W X sunt fie impreund adevarate, fie impreuna false. Cu alte cuvinte, doud functii
sunt formal echivalente cand sunt satisficute de aceeasi multime de argumente.
Axioma reductibilitatii este presupunerea (assumtion) cd, data fiind o functie
oarecare ® X, existd o functie predicativa formal echivalentd cu ea; adica existd o
functie predicativa care este adevaratd cand @ X este adevdratd si falsd, cand @ X
este falsd. In simboluri, axioma se reda prin

|—:(3Y): Ox. =, . Wx

Pentru doua variabile se cere o axioma similara, si anume: data fiind orice
functie ®(X, ), existd o functie predicativa formal echivalentd; adica

= @)@ (x, p). =, P (X, Y)

Pentru a explica scopul axiomei reductibilitatii si ratiunea adevarului ei, o
vom ilustra aplicind-o unor cazuri particulare.

Daca numim predicat al unui obiect o functie predicativd adevaratd pentru
acest obiect, atunci predicatele unui obiect sunt numai unele dintre proprietatile Iui.
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Sa luam ca exemplu propozitia ,,Napoleon are toate calitatile unui mare general”.
Putem interpreta aceasta prin ,,Napoleon are toate predicatele unui mare general”.
Existd aici o variabild care este o variabild aparenti. Dacad folosim ,f (®!Z)”
pentru ,,®! Z este un predicat al unui mare general”, propozitia noastrd va deveni

(@) : f(D! 2 ) implicd ®! (Napoleon)

Intrucat aceasta se referd la o totalitate de predicate, ea insdsi nu este un
predicat al lui Napoleon. Totusi, nu rezultd de nicaieri ca n-ar exista un predicat
comun si specific unui mare general. De fapt, este sigur ca un asemenea predicat
exista. Pentru cd numarul marilor generali este finit si fiecare dintre ei are anumite
predicate pe care nu le are nici o alta fiintd umana (cum ar fi, de pilda, data exacta a
nasterii). Disjunctia unor astfel de predicate va constitui un predicat comun si
specific unui mare general®'. Dacd notim acest predicat cu W¥!Z , enuntul despre
Napoleon este echivalent cu ! (Napoleon). Si aceastd echivalenta are loc in mod
egal daca il inlocuim pe Napoleon cu orice alt individual. Am ajuns astfel la un
predicat care este Intotdeauna echivalent cu proprietatea atribuita lui Napoleon, cu
alte cuvinte, el apartine acelor obiecte care au aceastd proprietate si nu altora.
orice proprietate a unui obiect apartine aceleiasi colectii de obiecte ca acelea ce
poseda unele predicate.

Putem ilustra in continuare principiul nostru prin aplicarea lui la identitate. In
aceastd aplicatie, el are unele afinitdti cu identitatea indiscernabililor la Leibniz.
Este clar ca, daca x si y sunt identici, si @x este adevarata, atunci @y este adevarata.
Aici nu conteazi ce fel de functie poate fi @ X : enuntul trebuie s aiba loc pentru
orice functie. Insd nu putem spune si invers: ,,dacd ®x implica ®y, pentru toate
valorile lui @, atunci x si y sunt identici”; pentru ca ,toate valorile lui ®” este
inadmisibild. Daca vrem sa vorbim despre ,,toate valorile lui ®”, va trebui sa ne
limitam la functiile unui ordin. L-am putea restrAnge pe @ la predicate sau la
functii de ordinul doi, sau la functii de orice ordin dorim. In mod necesar insi va
trebui si excludem functiile de toate ordinele in favoarea unuia singur. In felul
acesta vom obtine, ca sd spunem asa, o ierarhie de diferite grade ale identitatii.
Putem spune: ,,toate predicatele lui x 1i apartin lui y” ,,toate proprietatile de ordinul
doi ale x 1i apartin lui y”, si asa mai departe. Fiecare dintre aceste enunturi implica
toti predecesorii sai: de exemplu, daca toate proprietatile de ordinul doi ale lui x 1i
apartin lui y, atunci toate predicatele lui x 1i apartin lui y, pentru ca a avea toate
predicatele lui x este o proprietate de ordinul doi, si aceasta proprietate ii apartine
lui x. Insa noi nu putem, fara ajutorul unei axiome, si argumentim contrariul, si
anume, ca dacd toate predicatele lui x i apartin lui y, atunci toate proprietétile de
ordinul doi ale lui x trebuie de asemenea sa i apartind lui y. Astfel, nu putem fi

2l Cand o multime (finitd) de predicate este datd printr-o enumerare, disjunctia lor este un
predicat din cauza ca nici un predicat nu apare in disjunctie ca variabila aparenta.
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siguri, fard ajutorul unei axiome, ca x si y sunt identici dacad au aceleasi predicate.
Identitatea indiscernabililor, la Leibniz, suplineste aceastd axioma. Trebuie observat
ca prin ,,indiscernabili” el nu putea intelege doud obiecte care 1si corespund in foate
proprietatile, pentru ca una dintre proprietatile lui x este aceea de-a fi identic cu x si
deci aceastd proprietate i-ar apartine Tn mod necesar lui y daca x si y 1si corespund
in toate proprietatile. O limitare a proprietatilor comune necesare indiscernabilitatii
lucrurilor este deci implicata de necesitatea unei axiome. In scopul ilustrarii (si nu a
interpretarii lui Leibniz) putem presupune cd proprietatile comune cerute de
indiscernabilitate sunt limitate la predicate. Atunci, identitatea indiscernabililor va
stabili ca dacd x si y isi corespund in toate predicatele lor, ei sunt identici. Acest
lucru poate fi demonstrat dacd ne asumam axioma reductibilitatii. Pentru ca, in
acest caz, orice proprietate apartine aceleiasi colectii de obiecte cu cea definita
printr-un anumit predicat. Exista, de aceea, anumite predicate comune si specifice
obiectelor identice cu un obiect x. Aceste predicate 1i apartin lui x intrucét x este
identic cu el insusi; ele 1i apartin de aceea lui y intrucat y are toate predicatele lui x;
de aceea y este identic cu x. Urmeaza ca 1i putem defini pe x si y ca identici cand
toate predicatele lui x 1i apartin lui y, altfel spus, cand (®): ®!x . > . ®!y. Adoptam,
in consecint, urmatoarea definitie a identitatii**:

x=y.=:(D): dlx.>. Dy Df.

Insi in absenta axiomei reductibilitatii sau a unei axiome echivalente in acest
context, am fi obligati sd privim identitatea ca indefinibild si sd admitem (ceea ce
pare imposibil) cd doud obiecte pot avea toate proprietitile Tn comun fara sa fie
identice.

Axioma reductibilitatii este chiar mai esentiala in teoria claselor. In primul
rand, trebuie observat cd dacd presupunem existenta claselor, axioma reductibilitatii
poate fi demonstratd. Pentru cd, in acest caz, data fiind orice functie ® Z , indiferent
de ordin, existd o clasi a constind din exact acele obiecte care satisfac @ Z . De
aceea, ,,Ox” este echivalenta cu ,,x apartine lui o”. insa ,x apartine lui o este o
propozitie ce nu contine nici o variabild aparenta si este deci o functie predicativa
de x. Prin urmare, dacd presupunem existenta claselor, axioma reductibilitatii
devine nenecesara. Asumarea axiomei reductibilitatii este deci o asumare mai slaba
decat asumarea existentei claselor. Aceasta din urma a fost facutd pana acum fara
ezitare. Totusi, in baza contradictiilor™, care necesit un tratament mult mai complicat
in ipoteza asumarii claselor, precum si a faptului ca intotdeauna este recomandat sa
facem asumarea cea mai simpla in demonstrarea teoremelor, preferim asumarea
axiomei reductibilititii mai degraba decat pe cea a existentei claselor™. Insa, pentru

2 De notat ci in aceastd definitie al doilea semn al identititii trebuie luat in combinatie cu
,Df” pentru a forma un singur simbol. Ceea ce este definit aici este semnul egalititii neurmat de
literele ,,Df”.

2 A se citi paradoxurilor (n. trad.).

24 Clasele si descriptiile sunt la Russell ,,simboluri incomplete”, ele nu au existentd in sine, ci
numai in context (n. trad.).
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a explica utilizarea axiomei in problema claselor, este necesar sa explicdim mai
intai teoria claselor, care este o tema a capitolului III. Vom amana deci pentru acest
capitol explicarea axiomei noastre cu aplicare la chestiunea claselor.

Trebuie spus ca toate rezultatele deservite de axioma reductibilittii sunt la
fel de bine deservite de ipoteza ca existd intotdeauna o functie de ordin n (cu »
determinat) formal echivalenti cu ® %, oricare ar fi ordinul lui ® % . Intelegem aici
prin ,,functie de ordin n” o functie de ordin n relativd la argumentele lui ® X .
Astfel, dacd aceste argumente sunt in mod absolut de ordinul m, noi asumam
existenta unei functii formal echivalentd cu ® x al carui ordin absolut este m + n.
Axioma reductibilitatii, in forma asumata mai sus, corespunde cazului #n = 1, insa
acesta nu este necesar utilizarii axiomei. De asemenea, nu este necesar ca n si fie
acelasi pentru diferitele valori ale Iui m; tot ce se cere este ca n sa fie constant cat
timp m este constant. Se impune ca, daca sunt vizate functii extensionale de functii,
sd putem opera cu orice a-functie prin intermediul unor functii formal echivalente
de un tip dat, astfel incat sa putem obtine rezultate care altfel ar necesita notiunea
ilegitimd de ,.toate a-functiile”; Tnsa nu conteaza care este tipul dat. Totusi, nu
rezultd cd axioma reductibilititii devine sensibil mai plauzibild pusa in forma de
mai sus, mai generald, dar si mai complicata.

Axioma reductibilitatii este echivalentd asumtiei ca ,,orice combinatie sau
disjunctie de predicate® este echivalentd cu un singur predicat”, adici asumtiei ca
daca asertdim ca x are toate predicatele ce satisfac o functie f{®!Z), existd un
predicat pe care x 1l va avea ori de cate ori asertiunea noastra este adevarata si nu 1l
va avea cand este falsa, si la fel daca asertim ca x are un predicat ce satisface
functia A®! Z ). Pentru c&, prin aceastd asumare, ordinul unei functii nepredicative
poate fi redus cu unu; prin urmare, dupa un numar finit de pasi vom putea ajunge
de la orice functie nepredicativa la o functie predicativd formal echivalenta. Este
putin probabil ca asumtia de mai sus sd poata fi substituitd axiomei reductibilitatii
in deductiile simbolice, Intrucat folosirea ei aici ar necesita introducerea explicita a
unei alte asumtii care sa ne permitd sa ajungem, dupd un numar finit de pasi, de la
orice functie la o functie predicativa, iar aceastd asumtie nu poate fi facutd fara
dezvoltari dificile chiar intr-un stadiu incipient. Insa, in baza celor spuse, este clar
ca daca axioma alternativi de mai sus este adevaratd, la fel de adevarata este
axioma reductibilitatii. Conversa, care completeazd demonstratia de echivalenta,
este evident adevarata.

v ee

7. Ratiunile acceptarii axiomei reductibilitatii

Propozitia ca axioma reductibilititii este autoevidentd cu greu poate fi
sustinuta. Insa autoevidenta nu este nimic altceva decit o parte a ratiunii privind

% Combinatia sau disjunctia este presupusd aici ca fiind datd intensional. Daci este datd
extensional (adicd prin enumerare), nu este cerutd nici o asumtie; in acest caz, insd, numarul
predicatelor vizate trebuie s fie finit.
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acceptarea unei axiome, niciodatd indispensabild. Ratiunea acceptarii unei axiome,
ca §i a acceptdrii oricdrei alte propozitii, este intotdeauna larg inductiva, aceasta
insemnénd cd multe propozitii indubitabile la prima vedere pot fi deduse din ea si
ca nicio alta cale la fel de plauzibila nu este cunoscuta astfel incat aceste propozitii
sd poatd fi adevarate daca axioma a fost falsa, si cd nimic probabil fals nu poate fi
dedus din ea. Daca axioma este in mod aparent autoevidenta, aceasta inseamna ca
ea este doar la prima vedere indubitabild; cd lucrurile au fost géndite ca
autoevidente dar s-au dovedit pana la urma a fi false. lar daca axioma insisi este la
prima vedere indubitabila, aceasta doar se adauga evidentei inductive derivatd din
faptul ca toate consecintele ei sunt indubitabile la prima vedere: ea nu realizeaza o
noua evidenta de un fel radical diferit. Infailibilitatea nu este niciodata realizabila si
deci un element de indoiald va fi Intotdeauna asociat unei axiome si consecintelor
ei. In logica formala, elementul de indoiala este intodeauna mai redus decat in alte
stiinte, insa el nu este absent, dupd cum o aratd paradoxurile rezultate din premise
care nu au fost cunoscute anterior ca presupunand limitiri. In cazul axiomei
reductibilitatii, evidenta inductiva in favoarea ei este foarte puternica, dat fiind ca
rationamentele pe care le permite, ca si rezultatele la care conduce ea, sunt toate de
asa fel incat par a fi valide. Si cu toate cd este putin probabil ca axioma sa se
dovedeasca falsa, nu este total exclus ca ea sa fie deductibila din alte axiome mai
fundamentale si mai evidente. Este posibil ca folosirea principiul cercului vicios,
incorporat in ierarhia tipurilor, sa fie mai drasticd decat se cere §i cé printr-o
utilizare mai putin drasticd a lui, necesitatea axiomei reductibilitatii sd poatd fi
evitatd. Astfel de schimbari nu vor face totusi false ceea ce s-a asertat in baza
principiilor explicate mai sus: ele pot face doar mai usoare demonstratiile acelorasi
teoreme. Pare deci a fi lipsitd de fundament temerea ca axioma reductibilititii ne
poate induce in eroare.

8. Contradictiile

Suntem acum 1in situatia de-a ardta cum contribuie teoria tipurilor la
solutionarea contradictiilor care au asaltat logica matematicd™. In acest scop, vom
incepe prin a enumera cateva dintre cele mai importante si mai ilustrative contradictii,
dupa care vom arata ca toate comit eroarea cercului vicios si deci toate sunt evitate
prin teoria tipurilor’’. De notat ci aceste paradoxuri nu se leaga in mod exclusiv de
ideea de numar si de cantitate. Prin urmare, nici o solutie care ncearca sa le explice

26 Ultimul paragraf este dedicat solutiondrii paradoxurilor. Autorii folosesc termenul ,,contradictie”
in locul celui de ,,paradox” cu toate ca termenii nu se suprapun exact. Alaturi de contradictia
paradoxald, mai pot fi invocate si alte specii de contradictii logice, cum ar fi contradictia paralogistica, de
exemplu, sau cea sofisticd, fiecare cu specificul si cu problemele ei (n. trad.).

27O interesantd diferentd apare acum intre ideea rezolvdrii paradoxurilor si cea a evitdrii lor.
Asa cum Iinteleg eu lucrurile, rezolvarea presupune existenta efectiva a paradoxurilor, in timp ce
evitarea nu, sau nu neaparat. Spre deosebire de evitare, rezolvarea este o operatiune post factum, ea
actioneaza doar asupra paradoxurilor existente, spre deosebire evitare unde o asemenea existentd nu
este necesard (n. trad.).
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doar prin folosirea ilegitimd a acestor idei nu poate fi adecvata. Solutia trebuie
cautata in astfel de cercetari ale ideilor logice fundamentale, precum cele incercate
in paginile anterioare.

(1) Cea mai veche contradictie din categoria celor vizate este cea a lui
Epimenide. Cretanul Epimenide a spus ca toti cretanii au fost mincinosi si ca toate
enunturile ficute de cretani au fost cu certitudine minciuni. A fost aceasta o
minciund? Cea mai simpla forma a acestei contradictii este produsa de cineva care
spune ,,eu mint”’; daca minte, el spune adevarul, si invers.

(2) Fie w clasa tuturor claselor care nu sunt proprii lor membri*®. Atunci, ,x
este un w” este echivalenta cu ,,x nu este un x”, oricare ar fi clasa x. Dandu-1 lui x
valoarea w, propozitia ,,w este un w” devine echivalenta cu ,,w nu este un w”.

(3) Fie T relatia dintre doua relatii R si S cand R nu este 1n relatia R cu S.
Atunci, ,,R este in relatia 7 cu S este echivalentd cu ,,R nu este in relatia 7 cu S,
oricare ar fi relatiile R si S. Dand valoarea T atat lui R cat si lui S, obtinem ,,T este
in relatia 7 cu 77, echivalenta cu ,,7 nu este in relatia 7'cu 77

(4) Contradictia lui Burali-Forti poate fi prezentatd dupd cum urmeaza. Se
poate arata ca orice serie bine ordonatd are un numar ordinal, ca seriile de ordinale
pana la un ordinal dat depasesc cu unu ordinalul dat si ca (in baza unor ipoteze
foarte naturale) seria tuturor ordinalelor este bine ordonatd (in ordinea marimii).
Inseamna ci seria tuturor ordinalelor are un numar ordinal, si zicem Q. Insa, in
acest caz, seria tuturor ordinalelor, inclusiv €, are numarul ordinal Q + 1, care
trebuie sa fie mai mare decat Q. De aceea, 2 nu este numadrul ordinal al tuturor
ordinalilor.

(5) Numarul silabelor din numele roménesti (in orig. englezesti) ale Intregilor
finiti tinde sa creasca pe masurda ce numerele cresc, si trebuie sd creascd gradual
intrucat numai un numar finit de nume poate fi facut cu un numar finit de silabe.
Asa stand lucrurile, numele unor intregi trebuie sd constea din cel putin
nouasprezece silabe, iar dintre acestea unul trebuie sa fie cel mai mic. Prin urmare,
»cel mai mic numdr ce nu poate fi numit in mai putin de noudsprezece silabe”
trebuie sa denote un intreg finit; in fapt, el denotd numarul 111.777. insa ,,cel mai
mic numdr ce nu poate fi numit in mai putin de nouasprezece silabe” este el insusi
un nume si constd din optsprezece silabe™; prin urmare, cel mai mic intreg ce nu
poate fi numit in mai putin de noudsprezece silabe poate fi numit in optsprezece
silabe, ceea ce este o contradictie™

28 Este vorba de paradoxul cunoscut astazi sub numele de paradoxul lui Russell, mai exact, de
forma in extensiune a acestui paradox. In terminologia actuald, clasa w este clasa tuturor claselor
care nu se conin pe sine. Intrebarea este daci w se contine sau nu pe sine (din supozitia ci se contine
rezulta ca nu se contine si invers) (n. trad.).

» Numirul de silabe la care fac referire autorii este valabil pentru numele englezesti.
Reformularea paradoxului in limba romana presupune modificarea corespunzitoare a acestui numar
(n. trad.).

3% Aceasti contradictie mi-a fost sugeratd de dl. G. G. Berry, de la Bodleian Library.
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(6) Dintre numerele ordinale transfinite, unele pot fi definite, pe cand altele
nu. Numarul total al definitiilor posibile este N, in timp ce numaérul ordinalelor
transfinite depaseste No. Prin urmare, trebuie sa existe ordinale nedefinibile, iar
dintre acestea unul trebuie sa fie cel mai mic®'. insa acesta este definit drept ,,cel
mai mic ordinal nedefinibil”, ceea ce este o contradictie®.

(7) Paradoxul lui Richard® este inrudit paradoxului celui mai mic ordinal
nedefinibil. Sa consideram toate zecimalele ce pot fi definite printr-un numar finit
de cuvinte; fie E clasa acestor zecimale. Atunci E are N, termeni; deci membrii sai
pot fi ordonati — primul, al doilea, al treilea etc. Fie N un numar definit astfel: daca
a n-a pozitie din al n-lea zecimal din E este p, atunci a n-a pozitie din N trebuie sa
fie p + 1 (sau 0, daca p = 9). Atunci N este diferit de toate numerele din E, intrucat
orice valoare finitd ar avea n, pozitia a n-a din N este diferitd de pozitia a n-a din al
n-lea zecimal din £ si deci N este diferit de al n-lea zecimal. Cu toate acestea, noi
l-am definit pe N printr-un numar finit de cuvinte si deci N trebuie sa faca parte din E.
Astfel, N este si nu este un element al lui E.

In toate contradictiile de mai sus (care sunt doar o parte dintr-un numair
indefinit) exista o caracteristicd comuna ce poate fi descrisa drept autoreferinta sau
reflexivitate. Afirmatia lui Epimenide trebuie inclusd in domeniul sdu propriu.
Daca roate clasele care nu sunt propriile lor elemente sunt elementele lui w, aceasta
trebuie de asemenea si i se aplice si lui w; la fel pentru contradictiile relationale. in
cazul numelor si al definitiilor, paradoxurile rezultd din considerarea nenumirii,
respectiv a nedefinirii, drept elemente ale numelor si definitiilor. In cazul paradoxului
lui Burali-Forti, seria, al carei numar ordinal cauzeaza dificultatea, este seria tuturor
numerelor ordinale. In fiecare contradictie se spune ceva despre foate cazurile de
un anume gen, din care un nou caz pare a fi generat, care este si nu este de acelasi
gen cu foate cazurile considerate. Insi aceasta este caracteristica totalititilor
ilegitime, asa cum le-am definit In prezentarea principiului cercului vicios. Prin
urmare, toate aceste contradictii sunt ilustrari ale erorii cercului vicios. Rdmane sa
aratam deci ca totalitatile ilegitime presupuse sunt eliminate prin ierarhia tipurilor

. 4
pe care am construit-0>*.

31N este numarul intregilor finiti.

32 Cf. Kénig, ,,Ueber die Grundaglen der Mengenlehre und das Kontinuumproblem”, Mat.
Annalen, vol. LXI (1905); A. C. Dixon, ,,On well-ordered’s aggregates”, Proc. London Math. Soc.
Series 2, vol. IV, Part. I (1906), and E. W. Hobson, ,,On the Arithmetic Continuum”, ibid. Solutia
oferitd in ultima dintre lucrari depinde de modificarea ,,aparatului definitional” si este concordanta, in
mare, cu solutia adoptatd aici. Ea nu invalideaza insa enuntul din text daca ,,definitia” este data ca o
semnificatie constanta.

33 Cf. Poincaré, , Les mathématiques et la logique”, Revue de Métaphysique et de Morale, Mai
1906, in special sectiunea VII si IX; de asemenea, Peano, Revista de Matematica, vol. VIII. No. 5
(1906), p. 149 ff.

*1n studiul siu Russell’s Mathematical Logic (1944), K. Godel sustine ci in prima editie a
Principiei paradoxurile sunt evitate prin teoria simpla a tipurilor combinatd cu teoria ordinelor.
Rezultatul acestei combinatii este ,teoria ierarhiei ramificate”, care, in opinia lui Gddel, este
independenta de principiul cercului vicios (n.trad.).
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(1) Cand un om spune ,eu mint”, putem interpreta enuntul siu in felul
urmator: ,.existd o propozitie pe care eu o afirm si care este falsd”. Cu alte cuvinte,
el aserteaza adevarul unei anumite valori a functiei ,,eu asertez p si p este falsa”.
Am vazut insd ca termenul ,fals” este ambiguu si cd pentru a-1 face neambiguu
trebuie sa specificdim ordinul falsitatii sau, ceea ce este acelasi lucru, ordinul
propozitiei careia i se atribuie falsul. Am vazut, de asemenea, cd daca p este o
propozitie de ordin n, o propozitie in care figureaza p ca variabild aparenta nu este
de ordinul #, ci de un ordin superior. De aceea, tipul de adevar sau fals care poate
apartine enuntului ,,existd o propozitie p pe care eu o afirm si care are fals de ordin
n” este adevarata sau falsd de un ordin superior lui #. Prin urmare, enuntul lui
Epimenide nu cade in domeniul sau propriu si deci nici o contradictie nu rezulta.

Daca privim enuntul ,,eu mint” ca pe un mod compact de-a face simultan
urmatoarele enunturi

,,Bu asertez o propozitie falsd de ordinul ntai”
,,Bu asertez o propozitie falsd de ordinul doi” etc.

dam peste urmatoarea stare curioasa de lucruri: dat fiind cd nici o propozitie de
ordinul intéi nu este asertata, enuntul ,,eu asertez o falsa propozitie de ordinul intai”
este falsa®. Acest enunt este de ordinul doi, de aceea enuntul ,,eu fac un fals enunt
de ordinul doi” este adevarat. Acesta este un enunt de ordinul trei si este singurul
enunt facut de ordinul trei. Prin urmare, enuntul ,,eu fac un enunt fals de ordinul
trei” este fals. Vedem astfel ca enuntul ,,eu fac un enunt fals de ordinul 2z + 1” este
fals, 1n timp ce ,,eu fac un fals enunt de ordinul 2r” este adevarat. Insa, in aceasta
stare de lucruri nu exista nici o contradictie.

(2) Pentru a rezolva contradictia despre clasa tuturor claselor care nu se
contin pe sine, vom asuma, ceea ce va fi explicat in capitolul urmaitor, ca o
propozitie despre o clasa este intotdeauna reductibila la o propozitie despre functia
care defineste clasa, adica despre functia satisfacutd de membrii clasei si de nici un
alt argument. Astfel, o clasa este un obiect derivat dintr-o functie si care presupune
functia, asa cum, de exemplu, (x). ®x presupune functia ® x . Prin urmare, conform
principiului cercului vicios, o clasd nu poate fi argumentul functiei sale definitoare,
altfel spus, daca notam cu ,,Z (®z)” clasa definitd prin ® Z , simbolul ,,®{ Z (Pz)}
trebuie sa fie fara sens. De aceea, o clasd nu poate nici sa satisfaca, nici s nu
satisfaca functia sa definitorie si deci (dupa cum se va vedea din Cap. III) nu poate
nici sa fie, nici sd nu fie un membru al sdu. Aceasta este o consecintd imediatd a
limitarii argumentelor posibile ale unei functii explicata la inceputul acestui capitol.
Astfel, dacd o este o clasa, enuntul ,,a nu este elementul lui a” este intotdeauna

3% Aceeasi neglijenta in utilizarea termenilor enunt (statement) si propozitie/judecati
(proposition), ca si in restul lucrdrii. Am incercat totusi sa reproduc cat mai fidel exprimarea autorilor
(n. trad.).
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fara sens si deci tot fard sens este si expresia ,.clasa tuturor claselor care nu se
contin pe sine”. Prin urmare, contradictia rezultatd din presupunerea cd exista o
astfel de clasa dispare.

(3) O observatie similara se aplica ,,relatiei dintre R si S ori de cate ori R nu
este in relatia R cu S”. Sa presupunem ca relatia R este definitd printr-o functie ®(x,
¥), adicd R are loc intre x si y doar cand ®(x, y) este adevaratd. Atunci, pentru a o
interpreta pe ,,R este in relatia R cu S, vom presupune ca R si S pot fi argumente
cu sens pentru ®. Asumand nsa (dupd cum se va arata in Cap. III) cad R presupune
functia sa definitorie, aceasta ar necesita ca @ s poatd lua ca argument un obiect
definit in termeni de @, ceea ce nici o functie nu poate face dupd cum am aratat la
inceputul acestui capitol. Prin urmare, ,,R este in relatia R cu S” este fara sens si
deci contradictia dispare.

(4) Solutia la paradoxul lui Burali-Forti necesita alte cateva dezvoltari. Pentru
moment este suficient sd observam ca o serie este o relatie si cd un numar ordinal
este o clasd de serii. (Aceste enunturi sunt justificate pe parcursul lucrarii.) De
aceea, o serie de numere ordinale este o relatie intre clase de relatii si are un tip mai
inalt decat oricare dintre seriile care sunt elementele numerelor ordinale in
chestiune. Notiunea lui Burali-Forti de ,,numar ordinal al tuturor ordinalelor”
trebuie sa fie numarul ordinal al tuturor ordinalilor de un tip dat si deci trebuie sa
fie de un tip mai inalt decat oricare din aceste ordinale. Prin urmare, el nu este unul
dintre aceste ordinale si deci nu este nici o contradictie in faptul cd este mai mare
decét oricare dintre ele.

(5) Paradoxul despre ,,cel mai mic numar ce nu poate fi numit in mai putin de
nouasprezece silabe” realizeaza, In mod evident, o eroare a cercului vicios. Aceasta,
pentru ca sintagma ,,ce poate fi numit” (nameable) se refera la totalitatea numelor,
fiindu-i totusi permis sa fie unul dintre ele. De aceea nu poate fi vreun astfel de
lucru precum totalitatea numelor, in sensul in care vorbeste paradoxul despre
»~hume”. Este usor de vazut ca, in virtutea ierarhiei functiilor, teoria tipurilor face
imposibila totalitatea ,,numelor”. Putem, in schimb, sa distingem nume de diferite
ordine: (¢) nume elementare vor fi aga cum sunt adevératele ,,nume proprii”, adica
apelatiuni conventionale ce nu implica nici o descriptie. () Nume de ordinul intai
ce implicad o descriptie prin intermediul functiilor de ordinul intai; cu alte cuvinte,
daca @! x este o functie de ordinul intai, ,,termenul care satisface ®! X va fi nume
de ordinul intai, desi nu Intotdeauna se va gasi un obiect numit astfel. (¢) Numele
de ordinul doi sunt nume ce implica descriptii cu ajutorul functiilor de ordinul doi;
printre acestea vor fi si numele care implica o referinta la totalitatea numelor de
ordinul ntai. Putem construi astfel o intreagad ierarhie. Pe nici o treaptd insd nu
putem da sens expresiei ,,ce poate fi numit” fara sa specificim ordinul numelui ce
urmeaza a fi folosit; §i orice nume in care intervine expresia ,,numit prin nume de
ordinul n” este in mod necesar de ordin mai inalt decat n. Astfel, paradoxul dispare.

Solutiile la paradoxul despre cel mai mic ordinal nedefinibil si la paradoxul
lui Richard sunt asemenea celor de mai sus. Notiunea ,,definibil”, care apare in
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ambele, este aproape aceeasi cu notiunea ,,ceea ce poate fi numit” din cel de-al
cincilea paradox: ,,definibil” nu este altceva decat ,,ceea ce poate fi numit” cand
sunt excluse numele elementare; adica ,,definibil” Inseamna ,,ceea ce poate fi numit
printr-un nume care nu este elementar”. Insa aici este aceeasi ambiguitate a tipurilor ca
mai inainte §i aceeasi nevoie de a adauga cuvinte prin care sd se specifice tipul
definitiei. In orice caz, tipul poate fi specificat, ,,cel mai mic ordinal nedefinibil
prin definitii de acest tip” este o definitie de un tip mai inalt; iar in paradoxul lui
Richard, cand ne limitdim la numerele zecimale care au o definitie de un tip dat,
cum se cere, numarul V, cel care produce paradoxul, se dovedeste a avea o definitie
de un tip mai inalt si deci nu cade In domeniul definitiilor noastre anterioare.

Un numar indefinit de alte contradictii, similare celor sapte de mai sus, poate
fi usor de realizat. Solutia este in toate cazurile la fel. In fiecare caz, contradictia se
datoreaza prezentei unui cuvant caracterizat prin ambiguitatea sistematica a tipului,
la fel ca in cazul adevarului, falsului, functiei, proprietatii, clasei, relatiei, cardinalului,
ordinalului, numelui, definitiei. Orice astfel de cuvant, daca ambiguitatea sa tipica
este trecutd cu vederea, genereaza o totalitate ce contine membri definiti in termenii
totalitatii dand astfel nastere erorii cercului vicios. In multe cazuri, concluzia
argumentelor ce implicd eroarea cercului vicios nu este autocontradictorie, nsa
oriunde avem o totalitate ilegitima, cu putind ingeniozitate putem construi o eroare
a cercului vicios generatoare de contradictie. Aceasta dispare de indata ce cuvintele
tipic ambigue sunt redate ca tipic definite, adicd determinate ca apartindnd unui tip
sau altul.

Asadar, aparitia contradictiei este intotdeauna datoratd prezentei cuvintelor ce
contin o ambiguitate tipicd ascunsa, solutia constand in scoaterea la lumind a
ambiguitatii.

In ciuda contradictiilor rezultate din ambiguitatea tipica nesesizati, nu este de
dorit sd se evite cuvintele si simbolurile care au ambiguitate tipica. Toate ideile cu
care se ocupa matematica si logica imbracd, practic vorbind, astfel de cuvinte si
simboluri: ambiguitatea sistematica este rezultatul unei analogii sistematice. Cu
alte cuvinte, In mai toate rationamentele din cuprinsul matematicii si al logicii
matematice folosim idei ce pot primi orice fel de determinare dintr-un numar infinit
de determinari tipice diferite, fiecare dintre ele facand rationamentul valid. Astfel,
prin folosirea de cuvinte si simboluri tipic ambigue putem face un lant de
rationamente aplicabile oricarui caz dintr-un numadr infinit de cazuri diferite, ceea
ce nu ar fi fost posibil dacd am renunta la utilizarea cuvintelor si a simbolurilor
tipic ambigue.

Dintre propozitiile in intregime exprimate in termenii ambiguitatii tipice,
singurele care pot sa difere in privinta adevarului si falsului, conform determinarii
tipice pe care o primeste fiecare, sunt teoremele de existentd. Presupunand ca
numarul total al individualilor este n, numarul total al claselor de individuali este

2"; numarul total al claselor de clase de individuali este de 2" si asa mai departe.

Aici n poate fi sau finit, sau infinit, dar de fiecare datd 2" > n. Astfel de numere
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cardinale, mai mari decit n, dar nu mai mari decat 2", existd cu aplicare la clasele
de clase, nu cu aplicare la clasele de individuali, astfel incat, oricare ar fi numarul
presupus de individuali, teoremele de existenta au loc pentru tipurile superioare, nu
pentru cele inferioare. Chiar si cand numarul de individuali nu este asertat, ci doar
ipotetic asumat, putem inlocui tipul individualilor cu orice alt tip cu conditia sa
facem o inlocuire corespunzatoare a tuturor tipurilor ce apar in acelasi context. Asa
stand lucrurile, putem da numele de ,individuali relativi” membrilor unui tip
arbitrar ales t, numele de ,.clase relative de individuali” claselor de ,,individuali
relativi” §i asa mai departe. Astfel, atita timp cat sunt vizati numai ipotetici
(hypotheticals), in care teoremele de existentd pentru un tip sunt prezentate ca fiind
implicate de teoremele de existenta ale altuia, chiar si pentru teoremele de existenta
numai tipurile relative sunt relevante. Aceasta se aplica inclusiv cazurilor in care
ipoteza este asertatd (si implicit concluzia), cu conditia ca asertiunea si aiba loc
pentru orice tip, indiferent cum este ales. De exemplu, orice tip are cel putin un
membru; prin urmare, orice tip ce consta din clase, indiferent de ordin, are cel putin
doi membri. Insa dezvoltarea mai departe a acestei teme trebuie lisatd in sarcina

lucrarii®®.

Traducere din limba englezd de lancu Lucica

Nota. Traducerea s-a realizat dupa Alfred North Whitehead si Bertrand Russell, Principia Mathematica,
Cambridge at The University Press, editia a doua 1925-27 (retiparita in 1968), vol. I, cap. II, pp. 37-65.

3% Cele doudsprezece note de subsol care apar in traducere neinsotite de precizarea ,n. trad.”
apartin autorilor.



