DEMONSTRATIA MATEMATICA SI DEMONSTRATIA
SPECULATIVA. LINII DE ORIENTARE

DRAGOS POPESCU

Cunostintele matematice erau obtinute si folosite cu mult timp inainte ca mate-
maticienii sa-si faca aparitia in vechea Grecie. Este stiut de multa vreme: in Egipt si
in Mesopotamia se executau frecvent masuratori de teren si constructii de anvergura
ce necesitau calcule precise, observatii astronomice, se alcatuiau calendare si se efec-
tuau operatii complicate cu numere intregi si fractionare cu peste un mileniu inainte
de Thales. Kant stia ca egiptenii se foloseau deja de teorema atribuitd acestuia; chal-
deenii au fost renumiti, din Antichitate pana in Epoca moderna, pentru rezolvarile
ingenioase de probleme matematice dificile; mai recent, s-a descoperit c¢a nici popu-
latiilor Lumii Noi nu le erau strdine capacitatile de a calcula. lar navigatia intre insu-
lele Pacificului, practicatd demult de populatiile care locuiau acolo, nu se putea rea-
liza nici ea fard cunostinte de astronomie si geometrie. Poate cd raspandirea cunos-
tintelor matematice in vechime a fost cu mult mai largé decat se poate reconstitui azi
pe baza arheologiei.

Exista totusi o mare deosebire intre a rezolva o anumitd problema de matematica
si a realiza o demonstratie matematica. Si acest lucru era bine cunoscut pe vremea lui
Kant, ba chiar Tnaintea lui. O problema de matematica apare in decursul utilizarii cu-
nostintelor si deprinderilor matematice si se rezolva cu ajutorul resurselor (cunostinte si
deprinderi) deja disponibile. O demonstratie are insd nevoie de elaborarea prealabila a
unor instrumente conceptuale, ceea ce presupune inventie si modificare a ceea ce este
deja disponibil; demonstrarea (realizarea unei demonstratii) nu este acelasi lucru cu
rezolvarea unei probleme, ci permite/impune incadrarea problemelor in tipuri, solutio-
narea tipurilor de probleme, precum si aparitia unor tipuri noi de probleme, la randul
lor solutionabile prin noi demonstratii. Caracterul universal (valabilitatea pentru un nu-
mar nedeterminat de cazuri) al demonstratiei matematice reiese cu putere din aceasta
trasatura a ei — de facilita rezolvarea si generarea de probleme matematice.

Inca din primele momente ale aparitiei filosofiei, forta cu care demonstratia
matematica propulsa inainte cunoasterea matematica a fost remarcata. Thales (recunos-
cut si ca matematician, nu doar ca filosof) si Pitagora (recunoscut mai ales ca matema-
tician, desi poate a fost mai degraba filosof) sunt dovezi in sprijinul afirmatiei de mai
sus. Inci de la e, filosofia a incercat sa preia din forta si stringenta argumentirii mate-
matice. Dupa doud mii de ani, forta si stringenta argumentarii matematice au fost adop-
tate ca norma pentru orice argumentare stiintificd, filosofia obligata sa intre n randul
stiintelor sau sa se autosuspende.
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Au existat insé si puncte de vedere potrivit cdrora imitarea, de catre filosofie, a
matematicii, nu este in masura sa-i aduca serviciile scontate. Aceste puncte de vedere
filosofice, In masura in care nu le recunosc procedeelor matematicii importanta cuve-
nita, nici n-ar merita luate in seama. Insa, intrucat dau dovada de o intelegere cores-
punzitoare a sferei rationalitatii matematice, nu pot fi date la o parte din perimetrul
filosofiei.

Ceea ce ne propunem in paginile care urmeaza nu este sa analizim daca
adoptarea argumentarii de tip matematic este sau nu este adecvatd demersului filosofic.
Vom intreprinde numai o prezentare, extrem de sumara de altfel, a componentelor de
baza (cele mai simple) ale demonstratiei matematice la unii matematicieni si filosofi
importanti (dintre care unii erau si matematicieni, altii nu), prin apel la texte ale aces-
tora, lasand pentru altidatd o examinare a procedeelor demonstrative. In paralel, vom
prezenta si felul in care a fost inteles specificul argumentarii matematice si al celei filo-
sofice de catre un reprezentant al punctului de vedere dupa care demonstratia mate-
matica nu este un model pentru filosofie, tot pornind de la texte ale sale.

I. DEMONSTRATIA MATEMATICA

1. Demonstratia geometrica — Euclid

Euclid nu a fost filosof. Elementele au fost insa comentate de filosofi, intre care
se numard si Proclos, autorul unor In Primum Euclidis Elementorum Librum
Commentarii, la care ne vom referi infia. Textul Elementelor nu apartine, probabil, in
intregime lui Euclid. Cartea I, care se ocupd cu probleme ale geometriei plane, i se
datoreaza aproape sigur.

Cartea 1 a Elementelor este alcatuitd din patru sectiuni: lista termenilor (defi-
nitiilor); lista postulatelor; lista de intelesuri (notiuni) acceptate (comune); un numar de
patruzeci si opt de propozitii demonstrate.

Lista termenilor (“Opot) defineste: punctul, linia, extremitatile liniei, dreapta,
suprafata, extremitatile suprafetei, planul, unghiul, unghiul drept, perpendiculara, unghiul
obtuz, unghiul ascutit, limita, figura, cercul, centrul cercului, diametrul, semicercul, figu-
rile rectilinii, figurile trilaterale (i.e. triunghiurile echilaterale, isoscele, scalene), triun-
ghiurile scalene (cu un unghi drept, cu un unghi obtuz, cu trei unghiuri ascutite), figurile
patrulatere (patratul, dreptunghiul, rombul, romboidul, trapezul), liniile paralele.

Postulatele (AltApata) sunt in numar de cinci: o. intre oricare doud puncte se
poate trage o linie dreaptd; B'. se poate obtine un segment de dreaptd continuu intr-o
dreaptd; Y. se poate desena un cerc din orice punct si o razd; §'. toate unghiurile drepte
sunt egale intre ele; €. (datd fiind importanta deosebitd pentru geometrie a acestui
postulat, reproducem mai intéi textul original, urmat de versiunea lui in limba latina):
Kod €y glg 8vo edeiog evdeia dumintovoa T0g £viog kol &mi T adTaL HEPT
yoviog dvo dpddv érldocovag mon, ékPailouévac tog dvo eddeiog &’
dmepov cvunintely, £@’a uépn eloiv ai 1@v dVo dpdav éldccoveg / Et si in
duas rectas recta incidens interius et in eisdem partibus angulos duobus rectis minores
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facit, emissas duas rectas in infinitum concidere alternis, quibus in partibus sunt duo-
bus rectis minores anguli, adica: si daca o dreapta cdzand intre doua drepte face doua
unghiuri interioare mai mici decat doud unghiuri drepte, cele doud drepte se pot pre-
lungi nesfarsit in cealaltd parte decat a celor mai mici decét cele drepte.

Tot cinci sunt si Kowvai &vvotou (notiunile comune); ele precizeaza raportul de
egalitate (egalul, {owg, luat in sens de marime, péye3og, nu in sensul etic, prezent si el
in campul semantic al lui {omc). Acestea statueaza ca: o’. doud egale cu acelasi sunt
egale intre ele; ’. daca acelasi este adaugat la egale, toate sunt (rdmén) egale; y'. daca
acelasi este extras din egale, ramasitele raman egale; &'. cele coincidente unul cu altul
sunt egale intre ele; €. intregul este mai mare decat partea. Rolul indeplinit de aceste
kotwvad &vvouat este, desigur, metodologic, in sensul ca ele indruma obtinerea propo-
zitiilor pornind de la termeni si postulate.

Cele patruzeci si opt de propozitii ale Cartii [ a Elementelor sunt ceea ce azi
numim zeoreme. Denumirea de ,,propozitie” si cea de ,,teorema” nu apar la Euclid. Dar
echivalentul ,,propozitiei” poate fi considerat cuvantul Afupo. Fiecare propozitie este
demonstratd pe baza termenilor, postulatelor si notiunilor comune, precum si pe baza
propozitiilor deja demonstrate (teoreme) pornind de la termeni, postulate si notiuni
comune. Cartea I a Elementelor lui Euclid alcatuieste astfel o structurd. Aceastd
structura reconstituie proprietatile figurilor unui plan sub forma unor enunturi in care se
regasesc termenii.

Caracterul sistematic al Elementelor lui Euclid a fost recunoscut incd din Anti-
chitate. Astfel, Proclos scrie In cartea amintitd mai sus: ,,teoremele cele mai funda-
mentale si mai simple, care sunt foarte strans legate de primele ipoteze, alcatuiesc aici
un sistem perfect, iar demonstratiile altor propozitii se bazeaza pe ele ca pe cele mai
evidente si pornesc de la ele”'. Propozitiile cele mai fundamentale si mai simple sunt
elementele. Proclos face apel la cuvantul grecesc otoyygiov pentru a desemna elemen-
tele (,,Elemente se numesc acele [ propozitii] al caror studiu are efect asupra cunoasterii
celorlalte si prin care se obtine rezolvarea dificultitilor existente la acestea™; in
originalul grec: ,,cToueiar pEv odV émovoudovial, dv 1 Yewpia Stikveiton mTpog
mv vV AoV dmetiuny, kai de’ GOV mapayivetar Huiv tdv &v adtoig
Amépwv M didAvotg” — Procli Diadohi, In Primum Euclidis Elementorum Librum
Commentarii, Prologus 11, ex recognitione Godofredi Friedlein, Lipsiae, in Aedibus
B.G. Teubneri, MDCCCLXXIII, p. 72). Sensul cuvantului trebuie precizat cu cea mai
mare grija. Punctul, linia si ceilalti §pot, nu sunt elemente; elementele sunt propozitiile
care precizeaza sensul termenilor, Tmpreund cu postulatele care urmeaza (Proclos scrie:
selementul [este] un fel de propozitie ajutitoare™ — in originalul grec: ,.£otkev
Aupott To totodto ototyeiov”, in Procli Diadohi op. cit., p. 73). De asemenea, nu
sunt elemente nici teoremele (propozitiile demonstrate cu ajutorul propozitiilor care

! Vezi citatul in: Oskar Becker, Fundamentele matematicii, in roméneste de Alexandru Giuculescu, prefata
la editia in limba romana de Corneliu Vilt, Editura Stiintifica, Bucuresti, 1968, p. 122.

2 Versiunea roméaneasci a fragmentului din Proclos se regiseste in: O. Becker, op. cit., p. 122; in paranteze
drepte am pus cuvantul ,,propozitii” care se subintelege in textul original. El corespunde pluralului lui
ANupal, care inseamna enunt considerat ca adevarat, premisa, dovada.

3 0. Becker, op. cit., p. 123.
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precizeaza sensul termenilor si postulatelor (,,nu orice lucru se poate numi element al
oricarui lucru, ci lucrul cel mai primitiv este element al lucrului care este apreciat ca o
consecintd™).

Preocuparea geometrilor a fost, desigur, de a dezvolta structura ale carei baze se
regasesc in Elementele lui Euclid, prin demonstrarea de noi teoreme.

2. Aristotel despre demonstratie

Aristotel nu a fost matematician. Contributia lui, incontestabild si decisiva, in
constituirea logicii face 1nsad ca ideile lui privitoare la matematica si conceptia sa
privind demonstratia s nu poatd fi ocolite. Demonstratiile efectuate de Aristotel 1n
lucrarile lui difera de cele ale lui Euclid. Este firesc sa fie asa, deoarece Aristotel a avut
printre preocupdrile sale probleme de psihologie, etica, politica, filosofia naturii (cos-
mologie, fizicd, biologie etc.), nu insd de matematica propriu-zisa (la ale carei pro-
bleme se refera numai incidental). Printre preocuparile lui Aristotel, se regasesc si cele
de pozitionare a problemelor care tin de psihologie, etica, politica, filosofia naturii in
domenii care au devenit apoi discipline filosofice si stiintifice. Locul matematicii
printre viitoarele discipline este stabilit in Metafizica. El se invecineaza atat cu teologia
(sau: filosofia prima, ceea ce a devenit apoi metafizicd) cat si cu fizica (filosofia se-
cunda). Cu ambele are elemente comune.

Principala deosebire intre demonstratia euclidiand si cea aristotelica consta in
faptul cd Aristotel utilizeaza silogisme in demonstratiile sale, studiindu-le in prealabil,
intr-o serie de scrieri care au pus bazele logicii. Silogismele, in logica lui Aristotel, sunt
descompuse si analizate in partile lor componente. In stiinte, silogismele sunt insi ele
insele componente. Ele compun demonstratiile. La Euclid nu intalnim o preocupare de
a clarifica 1n prealabil statutul demonstratiilor. Instrumentele utilizate de Euclid sunt,
cum am vazut, lista de termeni, postulatele si cele cinci kowvai &vvoiat. O economie
de mijloace pe care n-o intilnim in logica aristotelica. Simplitatea demonstratiei eucli-
diene este totusi aparentd, intrucat el utilizeaza, de fapt, procedee pe care nu le defi-
neste, ci le subintelege (de ex. reducerea la absurd). Procedee asemanatoare cu ale sale
au fost utilizate de catre creatorii geometriilor neeuclidiene.

Aristotel recunoaste ca orice stiinta porneste de la principii. Principiile sunt inde-
monstrabile. Principiile sunt fie proprii fiecarei stiinte, fie comune. Caracterul comun al
principiilor este precizat de Aristotel: principiile comune sunt analoage sau asemana-
toare in diferite stiinte. Rezultd cé statutul principiului trebuie precizat in prealabil.
Geometria are principii proprii, precum cele enuntate de Euclid in lista termenilor. Dar
enunturile ce se regasesc la Euclid printre kowvai &vvolou figureaza la Aristotel in ran-
dul principiilor comune; bundoard y. daca acelasi este extras din egale, ramasitele ra-
man egale (4nalitica secundd, 1, 10).

Intre principiile care stau la baza silogismelor aristotelice si kowvoi &vvotoun
euclidiene se pot constata similaritati. Trebuie Insd remarcat de la inceput ca, in Ele-
mente, kool Evvolan se refera strict la termenii si postulatele care le preceda. Aris-
totel nu are in vedere, in filosofia lui, numai enunturi (Afppoital) privitoare la puncte,

4 Ibidem, p. 123.
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linii, unghiuri, cercuri etc. De fapt, prin termeni (86pot) el intelege altceva decat Euclid.
Echivalentul (ca sa ne exprimam astfel) postulatelor (a.itiuota) lui Euclid la Aristotel
este dificil de identificat; ar putea face obiectul unei cercetdri cu caracter istorico-
filosofic, care sa reflecte situatia fiecdrei stiinte la vremea respectiva, céreia nu-i putem
da curs in paginile de fata. In orice caz, dac am avea de-a face cu asa ceva, postulatele
aristotelice nu s-ar restrange la domeniul geometriei, ele evocandu-ne, raportat la cele
euclidiene, raportul dintre intreg si parte al acestuia (,,Kai 10 dAov tod pépovg peildv”).

Cu privire la contactul dintre stiintele aristotelice si matematica euclidiana poate
fi evocata categoria aristotelicd a cantitdtii (rooov). Numai ca aceasta categorie a fost
exploatatd de logica aristotelica intr-un mod specific, cu referintd la judecétile care
compun silogismele aristotelice (premise si concluzii). Utilizarea matematica a canti-
tatii include si componente care trimit mai curand catre categoria aristotelica a relafiei
(mpdg i), ale carei determinatii (dublu, jumadtate) sunt curent folosite de matematicieni.

Pentru matematicieni, considerarea categoriilor aristotelice s-a dovedit dificila;
aceasta deoarece unele dintre aceste categorii nu fac parte in chip vizibil din perimetrul
investigatiei matematice (e.g. substanta, calitatea), In vreme ce altele sunt valorificate
numai dupa ajustari care sa le conformeze rationamentului matematic, dar care le inde-
parteaza de sensul lor originar, aristotelic.

Pentru Aristotel, intre demonstratie (ndde1&1c) si necesitate (Gvdykn) existd o
legatura. Demonstratia face parte dintre cele necesare, fiindca nu poate fi altfel decat
este (Metafizica, A 5, 1015a, 35), iar ceea ce nu poate fi altfel decat este se numeste
necesar (Metafizica, A 5, 1015a, 34).

Dacd ar fi sd rezumam intr-o frazd deosebirea dintre logica aristotelicd si
matematica euclidiana, am putea spune cd Aristotel trateaza despre demonstratie, In
timp ce Elementele lui Euclid ne Infatiseaza demonstratii. Pentru multd vreme, feoria
demonstratiei a ramas apoi o disciplina filosofica.

3. Demonstratia algebrica — Descartes si notatia simbolica

Descartes a fost atat matematician, cét si filosof. Ca matematician, el a avut con-
tributii importante, care au condus la deschiderea unor directii de cercetare nedez-
voltate in Elementele lui Euclid. Interesul lui Descartes pentru matematica se face vizi-
bil din tinerete cand, interesat de rezolvarea unor probleme redutabile, acumuleaza tot
mai multd experientd ca matematician.

Regulae ad directionem ingenii reprezinta contributia principala a lui Descartes
in precizarea notiunii de demonstratie. De la Inceputul cercetérii sale, Descartes formu-
leaza o observatie interesantd: ,, Trebuie sa ne patrundem de géndul ca toate stiintele
sunt 1n asa fel legate unele de altele, Incat ne vine cu mult mai lesne sa le invatdim pe
toate impreund decat si luim deosebit pe una de alta™. Ideea acestei legituri dintre
stiinte se precizeaza in continuare: ,.intre stiintele cunoscute doar aritmetica si geome-
tria nu sunt patate de nici un fel de falsitate si nesiguranti™, ceea ce se datoreazi

3> René Descartes, Regulae ad directionem ingenii [Reguli de indrumare a mintii], in roméneste dupa textul
original cu o introducere si note de Constantin Noica), in: René Descartes, Doud tratate filosofice, Reguli de
indrumare a mintii, Meditatii despre filosofia prima, traduse de Constantin Noica; Viata si filosofia lui René
Descartes de Constantin Noica, Editura Humanitas, Bucuresti, 1992, p. 139.

6 Ibidem, p. 141.
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faptului ca ,,singur ele opereaza cu un continut atit de simplu si de pur, incat nu se
intemeiaza pe nici un lucru pe care experienta sa-1 fi aratat ca nesigur, constau in intre-
gime din deductii logic inldntuite™. Ca urmare, modelul aritmeticii si geometriei ar
trebui urmat de orice stiintd, urmand a se identifica acele continuturi simple si pure care
confera siguranta.

Descartes ne arata cat poate de limpede cum pot fi identificate continuturile n
discutie. Regula XIII prescrie ca orice problema sa fie adusa la forma cea mai simpla,
apoi divizata in parti cat mai mici®. Aducerea problemei la forma cea mai simplia
consta in

(a) identificarea si

(b) numirea a ceea ce e necunoscut, apoi

(c) desemnarea a ceea ce e necunoscut prin ceva cunoscut.

Ceea ce apare 1n plus in problema (,,concept zadaric” dupd Descartes) va fi
indepartat, nefiind de folos discutiei. De fapt, Descartes prezintd maniera de punere a
chestiunii intr-o ecuatie. Necunoscutul, in aceasta interpretare, este echivalent cu necu-
noscuta unei ecuatii, care urmeaza a fi rezolvatd. Rezultatul obtinut nu reprezintd o
noua entitate, ci o extensie a cunoasterii asupra lucrului necunoscut, ,,asa incat ne dam
seama ca ceea ce cautdm se impartaseste, Intr-un fel sau altul, de la firea celor ce au
fost date in propozitie™. Identificarea si numirea a ceea ce e necunoscut se realizeazi
conventional, prin notatie simbolica.

Pentru Descartes, asadar, punerea in raport a necunoscutului cu ceea ce este deja
cunoscut este operatiunea esentiala: ,,cea mai Insemnata parte din sarguinta oamenilor
nu slujeste la nimic altceva decét la reducerea proportiilor acestora, astfel incat egalita-
tea dintre ceea ce se cautd si ceea ce se stie si apari limurita”'’. Pentru efectuarea re-
ducerii proportiilor se recurge la comparatie cu entitati deja cunoscute: intinderea, for-
ma, miscarea, iar comparatia aratd ca necunoscutul este asemanator, identic, egal cu
ceea ce este cunoscut.

Descartes are reproguri de facut metodei silogistice, realizata de Aristotel. Prin-
cipalul repros este acela cd ea nu reugeste sa ofere o sigurantd comparabild cu cea
geometrica si aritmetica: ,,Dacd insd deducem un lucru din propozitii multe si felurite,
mintea noastrd nu este intotdeauna in stare si cuprindi totul intr-o singurd intuitie™".
Reprosul se precizeaza cu ajutorul unui exemplu: un lant alcatuit din multe inele nu
poate fi prins dintr-o privire; dar, dacd vedem incheieturile dintre doud verigi ale lui,
putem sd spunem ca am vazut cum se leagd prima veriga de ultima. Exemplul lamu-
reste mai bine reprosul cartezian fatd de lanturile silogistice aristotelice: sistemul stiin-
tei, asa cum 1l construieste Aristotel, are o alcatuire compozita, in loc de a avea una
simpla si purd, precum au geometria si aritmetica. Silogismele aristotelice, cu extremii
si mediii lor, depind de multe alte lucruri in afara de figuri, linii, numere (ca la Euclid)
sau intindere, forma, miscare (ca la Descartes 1nsusi).

7 Ibidem, p. 142.

8 Ibidem, p. 195-202.
9 Ibidem, p. 202.

19 Ibidem, p. 203.

" Ibidem, p. 162.
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Totusi, continuturile simple si pure asupra carora se opereaza in noua stiinta pre-
conizatd de Descartes au un statut ambiguu. Pe de o parte, subiectul care gandeste nu
este corporal; pe de alta, ,,numim «corporale» anumite acte care nu pot fi concepute

fara intindere, iar substanta in care salisluiesc ele o numim corp™'?.

4. Teorii logico-matematice ale demonstratiei

Teoriile logico-matematice ale demonstratiei sunt guvernate de aparitia unor do-
menii noi de cercetare In matematica: geometriile neeuclidiene si teoria multimilor.

Geometriile neeuclidiene se sprijind pe Elementele lui Euclid. Mai exact, pe
interpretarea diferita data celui de-al cincilea postulat al lui Euclid (vezi supra). Ele au
produs efecte incalculabile asupra modului 1n care este Inteleasa geometria ca stiinta.
Cel de-al cincilea postulat al lui Euclid nu a fost propriu-zis respins de Janos Bolyai,
creatorul primei geometrii neeuclidiene, ci redefinit: doud drepte sunt paralele daca nu
se intalnesc intr-un plan". De exemplu, in figura de mai jos, dreptele bm si al sunt pa-
ralele daca al nu intdlneste in acelasi plan bm.

Fig. 1

Se poate remarca faptul ca Bolyai respecta literal postulatul euclidian. Cele doua
drepte se pot prelungi la nesfarsit in cealaltd parte decat a unghiurilor mai mici decat
suma a doud unghiuri drepte, fara a se intersecta. in partea cu suma celor doua unghiuri
interioare mai mici decat suma celor drepte, toate dreptele din interiorul unghiului abm
intersecteaza dreapta a/. Numai dreapta bm nu intersecteaza dreapta al. Bolyai defi-
neste un caz-limita al postulatului Iui Euclid. Pe baza acestui caz-limitd, el construieste
o geometrie necontradictorie (introducand suprafata F) in care proprietatile figurilor
unui plan difera de proprietatile planului euclidian. Suprafata F, In care noua geometrie
este valabild, permite demonstrarea unor teoreme care contrazic propozitiile euclidie-
ne'*. Bolyai nu modifici Kowvai &vvolon euclidiene. Punctul, linia etc. au acelasi
inteles la el ca la Euclid. Suprafata are insa proprietati diferite fatd de cea euclidiana.

12 René Descartes, Meditationes de prima philosophia [Meditatii despre filosofia primd], in roméaneste dupa
textul original cu un rezumat, punct cu punct, al intmpinarilor si raspunsurilor, precum si un indice de
Constantin Noica), in: René Descartes, Doud tratate filosofice, Reguli de indrumare a mintii, Meditatii de
filosofia primd, traduse de Constantin Noica; Viata si filosofia lui René Descartes de Constantin Noica,
Editura Humanitas, Bucuresti, 1992, p. 326.

13 Janos Bolyai, Appendix: Scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsitate Axiomatis XI
Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem, adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli
geometrica, Maros Véasarhelyni, Typis Collegii Reformatorum per Josephum et Simeonem Kali de felsd
Vist., 1832-1833, p. 3.

14 Jeremy J. Gray, Janos Bolyai, Non-Euclidean Geometry and the Nature of Space, Cambridge, Massachu-
setts, Burndy Library, 2006, p. 56 sq.
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Teoria multimilor s-a dezvoltat pornind de la algebra. Calculul algebric a condus
la paradoxuri, in anumite situatii privitoare la aceasta teorie. Algebra are la baza arit-
metica, adica operatiile cu numere (adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea). Aces-
tea, la randul lor, sunt reglementate de legi de compozitie, analoge ,,notiunilor comune”
euclidiene.

In teoria multimilor, in plus fata de aritmetica si algebra clasice, avem de-a face
cu notiunea de ,,multime”. Introducerea acestei notiuni i se datoreaza lui Cantor, pentru
care ,,multimea” este echivalentd cu reuniunea unor elemente distincte intr-o totali-
tate'”. Fati de Elementele lui Euclid avem ceva in plus: ideea de totalitate aplicati ele-
mentelor. Intre kowvai &vvoton euclidiene o intdlneam pe cea care afirma ci ,,intregul
este mai mare decat partea”. Totalitatea nu respectd insd aceasta cerintd, intrucat utili-
zarea ei conduce la antinomii'®.

Noile descoperiri din geometrie si algebrd au avut rasunet in logica. Logica, la
vremea acestor descoperiri, era atasatd incéd de originile ei aristotelice. A renuntat rapid
la ele, in vederea realizarii proiectului de reducere a matematicii la logica, ori dimpo-
triva. Ceea ce a impus revizitarea vechilor notiuni: definitie, axioma, element. Cel de-al
cincilea postulat al lui Euclid, in lumina noilor interpretari care au debutat cu Bolyai, a
fost reconsiderat ca definitie (ceea ce echivaleaza cu transferul lui din randul postu-
latelor, in cel al termenilor — vezi supra); un matematician recunoaste aceasta: ,,Anumi-
te axiome nedemonstrabile din matematici nu ar fi astfel decat definitii deghizate.
Acest punct de vedere este adesea legitim si I-am admis eu Insumi in ceea ce priveste,
de exemplu, postulatul lui Euclid”'’. Definitiile sunt necesare intr-un sens care meriti
subliniat: ,,Atunci cand dim o definitie, o facem pentru a ne folosi de ea”'®. Utilizarea
definitiei se deosebeste totusi de utilizarea unuia si aceluiasi obiect definit. Dat fiind ca
acelasi obiect poate fi definit in mai multe feluri. Aceste consideratiuni, apartinand unui
matematician reputat, dincolo de importanta lor metodologica, mai semnaleaza ceva:
faptul cé teoria demonstratiei (rezervata inca de pe vremea lui Aristotel filosofiei)
incepe sd-i preocupe pe matematicieni.

La capatul spectaculoasei evolutii a abordarii matematice a demonstratiei, care a
trecut 1n prealabil prin faza axiomatizarii, ,,adevarul axiomelor matematice nu mai intra

insd in joc™"’.

15 Anton Dumitriu, Mecanismul logic al matematicilor, Editura Academiei RSR, Bucuresti, 1968, p. 22.

16 Prezentdm aici una dintre ele, descoperita chiar de Cantor (A. Dumitru, op. cit., p. 23): ,,53 considerim
toate multimile: ele sunt constituite din elemente componente, reunite pe baza unei proprietiti comune.
Unele din aceste multimi se vor contine singure, altele nu se vor contine, adica nu vor fi element al lor. De
pilda, multimea tuturor notiunilor abstracte este ea insdsi o notiune abstracta, deci se contine ca element.
Dimpotriva, multimea mamiferelor nu se contine. Sa consideram acum multimea tuturor multimilor care nu
se contin ca element, multime bine definita. Si despre aceasta ne putem pune intrebarea: se contine sau nu
se contine? insd multimea aceasta cu necesitate se contine sau nu se contine, a treia posibilitate nu exist,
tertium non datur. Daca se contine, cum ea contine numai multimi care nu se contin, urmeaza ci nu se
contine. Sa presupunem ca nu se contine: cum ea cuprinde toate multimile care nu se contin, urmeaza ca se
contine. Antinomia este evidentd. Nu putem afirma despre multimea noastra nici cé se contine, nici ca nu se
contine, desi ea trebuie cu necesitate sau sa se contind, sau sa nu se contind”.

17 Henri Poincaré, Stiintd si metodd, traducere din limba francezd de Vasile Tonoiu, Editura Stiintifica,
Bucuresti, 1998, p. 103.

18 Ibidem, p. 104.

19 Anton Dumitriu, op. cit., p. 28.
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II. DEMONSTRATIA SPECULATIVA

Creatorul ultimului sistem filosofic de rasunet universal, Hegel, nu a considerat
demonstratia matematica drept potrivita argumentdrii filosofice. Motivele pentru care a
ales aceastd optiune sunt explicate de el, In Fenomenologia spiritului si in Stiinta
logicii. Ne vom opri asupra unor pasaje privitoare la acest aspect.

Mai intdi Fenomenologia spiritului. Asa cum aratd si titlul cartii, aici avem de-a
face cu spiritul. Oricum ar fi inteles acesta, el este distinct de substanta intinsa (res
extensa) carteziana. Punctul, linia, suprafata nu tin de spirit. Numarul, de asemenea, nu
tine de spirit. Nu e de mirare cd Hegel nu considera matematica adecvata pentru
demersul filosofic. El 1si explica, in Prefata cartii la care ne referim aici, optiunea sa.
Ea se datoreazd, in principal, faptului ca: ,die Bewegung des mathematischen
Beweises gehort nicht dem an, was Gegenstand ist, sondern ist ein der Sache dusser-
liches Tun™. Actiunea exterioard este cea care defineste puncte, linii, plane, si ope-
reaza apoi cu ele in cursul demonstratiilor. Necesitatea teoremelor nu justificd insa
necesitatea actiunii exterioare prin care teoremele sunt demonstrate.

Metodele geometrice si algebrice au In comun ceea ce Hegel numeste principiul
marimii. ,,Principiul mdrimii, al diferentei lipsite de concept, si principiul egalitatii, al
unitatii abstracte, lipsite de viatd, nu se pot ocupa cu acea neliniste a vietii si cu
diferentierea absoluta™!. , Mirimea”, aici, este uéyedog euclidiana, iar ,,egalitatea” co-
respunde cu egalul, iowc, Intelegerea mdrimii ca diferentd lipsitd de concept nu este, in
sine, o eroare de rationare; este numai o intelegere improprie rationdrii filosofice. De
asemenea, egalitatea, consideratd ca unitate abstractd, nu este o intelegere eronatd a
egalitatii, este numai o forma de egalitate la care filosofia nu se poate restrange.

Reprosurile hegeliene privitoare la modul deficitar (din perspectiva filosofica,
desigur, nu din perspectivd matematicd) de considerare a notiunilor de marime si
egalitate pot fi acceptate cu conditia sa ne fie prezentate si versiunile adecvate, autentic
filosofice, ale marimii si egalitatii.

Cu privire la diferenta lipsita de concept, avem o imagine suficient de clara
furnizata de Euclid. Cele cinci ,,notiuni comune” privesc tocmai aceasta diferenta. De
asemenea, ,,notiunile comune” privesc si unitatea abstracta. Diferenta este, n acest caz,
lipsita de concept deoarece, in cazul utilizarii filosofice a acestor notiuni, raportarea lor
la linii, unghiuri, planuri etc. (adica la termeni) dispare, notiunile comune devenind
valabile universal. lar unitatea abstracta (consecintd a reducerii marimii la diferenta
lipsita de concept), tot In cazul utilizarii filosofice a ,,notiunilor comune”, nu este altce-
va decét considerarea oricarei notiuni ca si cum ar face parte dintre termenii euclidieni.

Rezulta ca diferenta in sens filosofic si unitatea corespunzatoare acestei diferente
(de asemenea in sens filosofic) nu sunt lipsite de concept. Cum conceptul nu poate fi
definit de la inceputul expunerii filosofice (spre deosebire de procedeele matematice),

20 Phéinomenologie des Geistes, Felix Meiner Verlag, Hamburg, 1999. Prefata lucrarii hegeliene, din care
sunt desprinse aceste cuvinte, priveste intreg sistemul, nu numai Fenomenologia spiritului.

21 G.W.F. Hegel, Fenomenologia spiritului, traducere de Virgil Bogdan, Editura IRI, Bucuresti, 1995, p. 33.
in original: ,Das Prinzip der Grésse, des begrifflose Unterschiedes, und das Prinzip der Gleichheit, der
abstrakten unlebendigen Einheit, vermag es nicht, sich mit jener reinen Unruhe des Lebens und absoluten
Unterscheidung zu befassen” (Phdnomenologie des Geistes, Felix Meiner Verlag, Hamburg, 1999, p. 34).
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modificarea conceptului insusi este ceea ce urmareste metoda filosofica. Conceptul este
in miscare. [atd cum este descrisa miscarea lui in Fenomenologia spiritului: ,,Miscarea
a aceea ce este constd, pe de o parte, in a-si deveni siesi un altul si 1n a-si dezvolta astfel
continutul sdu imanent; pe de altd parte, el Isi ia Thapoi in sine aceasta desfasurare, adi-
ca aceasta existenta-in-fapt a sa, se constituie el Insusi ca moment si se simplifica ca
determinatie. In prima miscare negativitatea este distingerea si punerea existen-
tei-in-fapt, in aceastd reintoarcere in sine, negativitatea este devenirea simplitdtii
determinate™.

De la prima vedere, se remarca faptul cd descrierea miscarii este cu mult mai
complicata decéat procedura euclidiana. ,,A-si deveni siesi un altul” si ,,isi ia inapoi
aceastd desfasurare” sunt cele doua componente ale miscarii. Devenind un altul, concep-
tul 1si dezvolta continutul; ludnd napoi ceea ce a dezvoltat 1si simplifica dezvoltarea.

Continutul care devine altul, apoi se simplifica este conceptul. Ceea ce inseamna
ca niciodata conceptul nu este nici doar continutul, nici doar simplificarea acestuia, este
intotdeauna ambele. Nu se poate abrevia, pentru a fi folosit independent de contextul
dezvoltarii sale. Una dintre consecintele care se Intrevad la examinarea sumara a aces-
tei viziuni este ca ea nu da ocazia unei antinomii de tipul celei descoperite de Cantor.

La capatul dezvoltarii fenomenologice intalnim cunoasterea absoluta. Ea nu ne
apare insd ca o lege a fenomenului, i.e. o formuld (ecuatie, inegalitate, functie), care
descrie o realitate diferitd de ea (cum sunt teoremele, care descriu proprietati ale unor
realitati diferite de teoremele insele) ci ca o tesaturd, o configuratie de raporturi interne
ale conceptului.

Stiinta logicii este lucrarea complementara Fenomenologiei spiritului, in care
dezvoltarea din aceasta este descrisd in termeni categoriali. Logica, in sensul hegelian
al termenului, nu face parte din logicile moderne, constituite pornind de la noile
dezvoltiri ale geometriilor neeuclidiene si ale teoriei multimilor (de altfel, geometriile
neeuclidiene si teoria multimilor nici nu-si facusera aparitia la vremea elaborarii siste-
mului hegelian). Operatiile matematice nu sunt un criteriu pentru aceasta logica. Cate-
goriile logicii speculative nu pot fi puse 1n analogie cu figurile geometrice (euclidiene
sau neeuclidiene) ori cu numerele. Ele nu se refera la evenimente nedeterminate (cir-
cumscrise spatio-temporal), ci la evenimente descrise de Fenomenologia spiritului.
Mai exact, categoriile logicii speculative sunt structurile, in forma lor completa denu-
mite de Hegel silogisme, prin care conceptul este atat continut dezvoltat, cat si simpli-
tate determinatad. Silogismele hegeliene nu sunt, asadar, acelasi lucru cu silogismele
aristotelice.

In locul notiunii matematice de demonstratie, Hegel propune ardtarea (Mon-
stration). Este o operatiune diferitd de operatiile matematice si constd in explicitarea
structurii categoriale, desfasurarea ei In componentele sale. Descrierea aceasta nu este o

22 G.W.F. Hegel, Fenomenologia spiritului, traducere de Virgil Bogdan, Editura IRI, Bucuresti, 1995,
p.37-38. in original: ,Die Bewegung des Seienden ist, sich einesteils ein Anders und so zu seinem
immanentem Inhalte zu werden; andernteils nimmt es diese Entfaltung oder dies Dasein in sich zuriick, d.h.,
macht sich selbst zu einem Momente und vereinfacht sich zur Bestimmtheit. In jener Bewegung ist die
Negativitit des Unterscheidens und das Setzen des Daseins: in diesem Zuriickgehen in sich ist sie das Werden
der bestimmten Einfachheit”’ (Phdnomenologie des Geistes, Felix Meiner Verlag, Hamburg, 1999, p. 38).
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teoremd 1n sens matematic, o lege a fenomenului. Ca enunt, ea exprima starea structurii
categoriale Intr-un moment dat al dezvoltarii acesteia.

IIL iN LOC DE CONCLUZIE

Am evitat pe cat a fost posibil, In cele de mai sus, sd intram in detalii, atit in
ceea ce priveste componentele demonstratiei matematice, cét si in ce le priveste pe cele
ale demonstratiei speculative. Aceasta pentru ca scopul nostru nu este aici de a decide
in favoarea uneia dintre cele doud tipuri de demonstratie, ci de a evidentia individua-
litatea fiecareia.

Filosofia vizeaza, ca si matematica, certitudinea. Ea intelege insa, prin certitu-
dine, altceva decat matematica. De fiecare datd cand filosofii pun problema certitudinii
(ceea ce s-a intamplat si la Aristotel sau Descartes, nu numai la Hegel), ei au modificat
abordarea matematicd a problemei. La Aristotel, existenta unui demers logic, distinct
de cel matematic, precum si problema principiilor speciale ale fiecarei stiinte era in ma-
surd sa indice diferenta dintre rationamentul matematic si cel filosofic. La Descartes,
aparitia subiectului joacd un rol asemanator.

Certitudinea, 1n sens filosofic, se aplica la altceva decét in cazul rationamentului
matematic. Hegel a numit acest altceva spirit. Din punct de vedere matematic, spiritul
este inabordabil. Ceea ce este perfect explicabil, de altfel, intrucat diferenta, in mate-
matica, este lipsita de concept, iar egalitatea este abstracta.
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